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PREMIÈRE PARTIE 


GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE PLANE 


CHAPITRE I 


COORDONNÉES SUR LA DROITE 
ET DANS LE PLAN 


$ 1. AXE ET SEGMENTS D'AXE 


4, Soit une droite quelconque. Elle possède deux sens opposés. 
Choisissons à notre guise un de ces sens et convenons qu’il sera. 
positif (nous appellerons Le sens opposé sens négatif). 

Nous donnerons le nom d’axe ou de droite orientée à cette droite 
dont nous avons « fixé » le sens positif. Sur les graphiques ce sens. 
est indiqué par une flèche (voir par exemple fig. 1 l’axe a). 


& _E 
4 BE 2 € a 


Fig. 1 


2. Soit à à présent un axe quelconque et un segment unitaire déter- 
miné, c’est-à-dire .une unité linéaire à l'aide de laquelle il est pos- 
sible de mesurer tout segment et, partant, de déterminer la longueur 
de tout segment. 

Choisissons sur l'axe donné deux points quelconques que nous 
désignerons par les lettres À et B. Le segment limité par les lettres 
À et Best ditorienté sil'on « indiqué lequel des deux points est 
pris pour l'origine et lequel pour l'extrémité du segment. Ce segment 
est dit orienté dans le sens qui va de l'origine vers l'extrémité. 

Nous indiquerons dans le texte qui suit chaque segment par deux 
lettres surmontées d'un trait horizontal, notamment par les mêmes 
lettres qui limitent ce segment, la lettre désignant l’origine est placée 


10 Coordonnées sur la droite et dans le plan [ch. Z 


la première. Ainsi AB indique un segment orienté, limité par les 
points À, B;.et dont l’origine est le point À ; BA indique un segment 
orienté, limité par les points À, B, dont le point B est l'origine. 

Dans la suite de l'exposé nous omettrons souvent le terme 
« orienté » et dirons tout simplement « segment » à la place de « seg- 
ment orienté ». 


Nous convenons d'appeler grandeur d’un segment AB d'axe quelcon- 
que un nombre égal à sa longueur, affecté du signe « plus » si le sens 
de ce segment coïncide avec Le sens positif de l'axe et du signe « moins » 
s'il coïncide avec le sens négatif de l'axe. Nous indiquerons la grandeur 
du segment AB par le symbole AB (sans trait horizontal). Le cas où 
les points À et B coïncident n'est pas exclu. Le segment AB est 
alors appelé segment nul car sa grandeur AB est nulle. Le sens d’un 
segment nul est indéterminé, et par conséquent un tel segment ne 
peut être appelé orienté que conventionnellement.. 

La grandeur d’un segment est un nombre relatif, 
en quoi elie se distingue de sa longueur; de toute évidence, la 
longueur d’un segment est le module de sa grandeur *, C'est pour- 
quoi, en accord avec les symboles adoptés en algèbre pour indiquer 
le module d’un nombre, nous utiliserons pour la longueur du segment 
AB le symbole | AB |. Il est clair que | AB | et | BA | représentent 
le même nombre. Par contre, les grandeurs Aer AB et BA, 
se distinguent par leur signe, et nous avons donc 


AB = — BA. 


La fig, 1 représente l’axe a et les points 4, B, C, D sur cet axe; 
EE; est le segment unitaire. Les points 4,.B, C, D sont supposés 
situés de telle façon que la distance entre À et B est égale à deux, 
entre C et D à trois unités. Le sens de À à B coïncide avec le sens 
positif de l'axe, celui de C à D est opposé au sens positif de l'axe. 
Nous avons donc, dans le cas présent, 


AB=2, CD=—3. 


ou 


On peut écrire également 
f4B[=2, [CD|-3. 
3. Quels que soient les es points À, B, C sur l'axe les grandeurs 
des segments AB, BC et AC sont liées par la relation 
AB + BC = AC ; (1) 
nous appellerons cette relation identité fondamentale. 


* Le mot « module » a la même signification que « valeur absolue ». 


$ 1] Axe et segments d'ate {1 


Nous allons démontrer l'identité fondamentale. Posons tout 
d'abord que les segments AB et BC, étant non nuls, sont orientés 
dans le même sens (fig. 2, en haut): la longueur du lu segment AC 
est alors égale à à la somme des longueurs des segments AB et BC, AC 


étant orienté dans le même sens que AB et BC. Dans ce cas, les 
trois nombres AB, BC.et AC sont de même signe et le nombre AC 
est égal à la somme des nombres AB et BC, autrement dit l'identité 
(1) est vraie. 


Supposons à à. présent que les segments AB et BC, Aa non nuls, 
soient orientés en sens inverse l’un de l’autre (fig. 2, en bas). 


Le segment AC aura alors une 


Fig. 2 


longueur égale à la différence des longueurs des segments AB et BC 
et sera orienté dans le sens du plus long des deux segments. En ce 
cas les nombres AB et BC sont de signes contraires et lé nombre AC. 
aura. un module, égal à la différence des modules dés nombres AB et 
BC, son signe étant le même que celui de ces nombres dont le module 
est le plus grand. Par conséquent et conformément à la règle d’ad- 
dition des nombres relatifs, pour cette position également le nom- 
bre AC est égal à la somme des nombres AB et BC, en d’autres 
termes l'identité (1) est vraie. 


Supposons enfin que l’un des segments AB, BC soit nul. Si ÂB 


est un segment nul, le point B coïncide avec le point À, et par con- 
séquent 


AB + BC = AA + AC =0-+ AC =. AC. 


Si c'est BC qui est un segment nul, le point B ést confondu avec 
le point C, et on a 


AB+ BC = AC + CC = AC +0 — AC. 


Ainsi donc, l'identité (4) est vraie pour toutes les positions des 
points À, BP, a 
© Remarque. Si dans la relation (1) les symboles AB, BC.et 
AC étaient considérés simplement comme les lon gueurs des 
segments correspondants (sans tenir compte des signes !), cette 
relation ne serait vraie que lorsque ie point B est situé entre les 
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points À et C. Ce qui fait de l'identité (1) une relation universelle 
est justement cette circonstance que AB, BC et AC y sont interpré- 


tés comme les grandeurs des segments AB, BC et AC, autre- 
ment dit, comme leurs longueurs prises avec le signe approprié *. 


$ 2. COORDONNÉES SUR LA DROITE. 
AXE NUMÉRIQUE 


4. Nous allons décrire un procédé à l’aide duquel la posi- 
tion des points sur une droite quelconque peut être déterminée 
par des nombres. 

Soit une droite quelconque a. Choisissons un segment quelconque 
én qualité d'unité linéaire, fixons sur la droite a un sens positif 
(ce qui en fera un axe) et appelons O un point quelconque pris sur 
cette droite. 

Ceci posé, convenons d’ appeler coo coordonnée de. tout point M sur 
cet axe a la grandeur du segment. OM. Nous donnerons à O le nom 
d'origine des coordonnées ; la coordonnée de O est égale à zéro. 

La coordonnée du point détermine entièrement la position 
de ce point sur la droite donnée. En effet, le module de la coordonnée, 
c'est-à-dire OM, est la distance du point M au point © (fixé à l’avan- 
ce), et le signe de la coordonnée, c’est-à-dire Le signe du nombre OM, 
indique dans quel sens à partir de O se trouve le point M ; si la coor- 
donnée est positive, le point M se trouve dans le sens positif à à partir 
du point ©, si elle est négative, c’est dans le sens négatif qu’il fau- 
dra chercher le point M. Si enfin la coordonnée est nulle, le point M 
se confond avec le point O (tout cela découle directement de la dé- 
finition de la grandeur du segment d’axe, voir n° 2). 

Supposons que la droite a soit horizontale, le sens positif étant 
de gauche à droite. La disposition des points de la droite a en fonction 
de leurs coordonnées peut être alors décrite de la façon suivante : 
les points dont les coordonnées sont positives sont situés à droite 
de l'origine © des coordonnées, et les points dont les coordonnées 
sont négatives à gauche de l’origine des coordonnées ©. 

La coordonnée d'un point quelconque est habituellement indi- 
quée par la lettre x. Dans les cas où plusieurs points sont pris en con- 
sidération, on les indique souvent par la même lettre munie d'indices 
différents, par exemple M, Mo, ...... , M,; les coordonnées 


* Si les segments ne sont pas pris sur un axe quelconque, mais sont consi- 
dérés comme des segments quelconques sur le plan, il n’y a aucunc raison d'attri- 
buer à leurs longueurs un signe ou un autre. En ces cas, les longueurs des se 
ments peuvent être indiquées comme en géométrie élémentaire, sans le symbole 
de module, ce que nous ferons d’ailleurs souvent dans la suite de notre exposé 
(voir par exemple n° 40 où la’ longueur du segment est indiquée par CM, et non 


par | CMi). 
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de ces points sont alors indiquées par une lettre munie des indices 
correspondants: Æ4, Ta, +: . « … . ., Tn. | | 

Pour indiquer symboliquement que le point donné possède la 
coordonnée indiquée, on inscrit cette coordonnée entre parenthèses 
à droite de la lettre qui indique le point envisagé, par exemple 
M: (x), M2 (t2), cs re M (Zn). 


—_ Lo TE Ms 0 M 
nu 2. 2 TR me 
Fig. 3 Fig. 4 


5. Démontrons à présent deux théorèmes simples mais importants. 
Ils se rapportent à l’axe sur lequel le système de coordonnées a été 
introduit. 

Théorème 1. Si l'on prend deux points quelconques de l'axe 
M (x) et Mo (x), l'égalité Suivante sera toujours vraie: 

MiMo= to — 2. (1) 
Démonstration. D'après l’identité fondamentale (n° 3), 
OM: + MM: OM. 


MM»: =O0M: —OM.. 
Or, OM;:=x:, OM;=—xi. Il vient donc 
MM :=— Lo — Xi, 
ce qu'il fallait démontrer. 

Le sens de ce théorème pourrait également être exposé en ces 
‘termes: pour obtenir la grandeur d'un segment de l'axe, il faut 
retrancher la coordonnée de l'origine de la coordonnée de l'extrémité 
de ce segment (voir fig. 3 et 4; dans le cas de la fig. 4 il faut tenir 
compte du fait que la coordonnée x; est négative). | 

Théorème 2. SiM, (x) et M3 (x2) sont deux points quelcon- 
ques d'un axe et d la distance entre ces points, nous aurons 

d==|12—x |. (2) 

Démonstration. D'après le théorème précédent 

MiM3= t2—7; 
mais la distance entre les points M, et M, est le module de la 
grandeur du segment M,M:, et par conséquent 


D'où nous avons 


d 5 | Lo TZ; f, 
ce qui démontre le théorème. 
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Remarque. Etant donné que les nombres x, — x, et x; — x 
ont le même module, on peut. écrire indifféremment d' = | x, — x, | 
et d = | x — tr, |. Vu ce qui vient d’être dit, on peut exposer le sens 
du théorème qui. vient d’être démontré comme suit: pour calculer 
la distance entre deux points de l'axe, il faut soustraire la coordon- 
née de l'un de la coordonnée de l'autre et prendre le module de. la 
différence obtenue. 


Exemple 1. Soient les points A(5), B (—1), C(—8), D (2). Trouver la 
grandeur des segments AB, CD et DB. 
Solution. En vertu du tliéorème 1, nous aurons 


AB==—1—5— —6, 
CD=2—(—8)=10, 
DB—=—1-2— —3, 


Exemple 2. Trouver la distance entre les points P (3) et Q ( — 2). 
Solution. En raison du théorème 2, 


d=1 2311515. 


6. Si un système de coordonnées a. été introduit sur un axe quel-. 
conque, chaque point de cet axe possède une coordonnée bien déter- 
minée. Inversement, on admettra que quel que soit le nombre. (réel) 


4 3 -2 4 0 1 À 3 9. 
dents 
Fig. 5 


z, il se trouvera toujours sur l’axe un point M bien déterminé pos- 
sédant le nombre x pour coordonnée. 

Nous.convenons de dire que le point M représente le nombre x. 
l'axe sur lequel les coordonnées sont introduites d’après le procédé: 
décrit au n° 4, de façon que ses points représentent tous les nombres 
réels, est appelé axe numérique. La fig. 5 représente l'axe numéri- 
que et plusieurs nombres entiers. 

En convenant de représenter les. nombres par des points nous. 
rendons géométriquement évidente notre conception de l'ensemble 
des nombres. Nous obtenons en même temps la possibilité de repré- 
senter en termes géométriques des relations arithmétiques. Par exem-" 
ple, toutes les solutions de l'inégalité 3 < x << 5 peuvent être re- 
présentées par les points de l’axe numérique qui se trouvent entre 
deux points, dont l’un représente le nombre 3 (autrement dit, dont 
la coordonnée est 3) et l’autre le nombre 5 (c° est-à-dire dont la coor- 
donnée est 5). La même proposition peut s'exprimer ainsi: les iné- 
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galités 3 << x << 5 déterminent un intervalle (de l'axe numérique) 
limité par les points 3 et 5. : | . 

L'interprétation des relations arithmétiques en termes géométri- 
qués est très commode et on l'utilise constamment dans toutes les 
branches des mathématiques. 


$ 3. COORDONNÉES CARTÉSIENNES ORTHOGONALES 
DANS LE PLAN. NOTIONS SUR . où 
LES COORDONNÉES CARTÉSIENNES OBLIQUES 
7. Quand on détermine ün procédé permettant de définir la posi- 
tion des points d’un plan d’après des nombres donnés on dit qu’on 
introduit un système de coordonnées dans ce plan. Examinons le 
système le plus simple et le plus usité de coordonnées planes, dit 


cartésien orthogonal. : —.. 
Le système cartésien orthogonal de coordonnées est déterminé par 
le choix d’une unité linéaire pour la mesure des longueurs et de deux 


Fig. 6 


axes. perpendiculaires entre eux et numérotés dans un certain ordre 
(c’est-à-dire qu'on a indiqué quel ést celui qui sera considéré com- 
me le premiér). Le point d’intersection des axes prend le nom d’ori- 
gine des coordonnées, et les axes eux-mêmes les noms d’axes des coor- 
données, le premier étant également appelé axe des abscisses, le se- 
cond axe des ordonnées.. : On L 

Nous assignerôns la lettre O à l'origine des coordonnées, et nous 
désignerons l’axe des àbscisses par les lettres Oz et l'axe des ordon- 
nées par les léttres Oy. Sur les graphiques, les lettrés x et y sont 
placées près des axes correspondants, dans le sens positif à partir 
de la lettre O, äu point où les lignes représentant les axes s'inter- 
rompent. Par conséquent, la position même des lettres O 
et x sur le graphique indique l'orientation de l’axe des abscisses 
de même que la position des lettres O et y indique l'orientation 
de l’axe des ordonnées. Il sera donc possible d’omettre les flèches. 
indiquant le sens positif des axes de coordonnées sans que cela 


>] 


prête à confusion. 
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Soit M un point quelconque du plan. Projetons le point M sur 
les axes de coordonnées, autrement dit abaissons du point M des 
perpendiculaires sur les axes Ox et Oy. Appelons les pieds de ces 
perpendiculaires M, et M, (fig. 6). 

Les nombres 


x=OM,, y=OM,, 


où OM, désigne la grandeur. du u segment OM, de l'axe des abscisses 


et OM, la grandeur du segment OM, de l'axe dés ordonnées, sont appe- 
lés coordonnées du point M. Le nombre x est appelé première coordon- 
née ou abscisse du point M, le nombre y est appelé deuxième coordonnée 
ou ordonnée du point M. Pour indiquer symboliquement que ie point M 
a une abscisse x et une ordonnée y on écrit M (x; y). Lorsque nous 
aurons à considérer plusieurs points, nous les indiquerons par la 
même lettre affectée d'un indice, par exemple, M,, M2, ..., M,. 
Nous assignerons alors les mêmes indices aux coordonnées du point 
considéré, ce qui nous portera à écrire M4 (xs; ya), Mo (to; ys), . .. 

y Ma (tn; Yn). 

8. Un système cartésien orthogonal de coordonnées étant donné, 
chaque point dans le plan de ce système possède un couple bien défini 
et un seul de coordonnées x, y. Inversement, quels que soient deux 
nombres (réels) x, y, il se trouvera sur le plan un seul point bien 
défini, dont l’abscisse dans le système donné sera x et l’ordonnée y. 
Pour construire ce point d'après ses coordonnées x et y il faudra 
reporter sur l’axe des abscisses un segment OM, de grandeur égale 


à æ, sur l'axe des ordonnées un segment OM, de grandeur y (le sens 
dans lequel ces segments doivent être pris est déterminé par les 
signes de x êt y). Menant ensuite par les points W, et M, des droi- 
tes parallèles respectivement aux axes Oy et Ox, nous obtiendrons 
à l'intersection de ces droites le point M. 

9. Nous avons expliqué au n° 4 comment on introduit un système 
de coordonnées sur une droite. Introduisons à présent sur chacun 
des axes de coordonnées Ox et Oy un système de coordonnées, en 
conservant l’unité linéaire et les orientations des axes Ox et Oy 
qui nous sont données, et choisissant pour origine de chacun des 
axes le point ©. 

Considérons maintenant un point quelconque A et sa projection 
M, sur l'axe Ox. 

Le point M, a sur l’axe Ox une coordonnée égale à la grandeur 


du segment OM... Cette même grandeur a reçu (au n° 7) le nom d'abs- 
cisse du point M. Cela nous permet de conclure que l'abscisse du point 
M est égale à la coordonnée du point M, sur l'axe Ox. De même, l'or- 
donnée du point M est égale à la coordonnée du point M, sur l'axe Oy. 
Quelque évidentes que soient ces propositions, elles sont pour nous 
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d'une grande importance. Pour être plus précis, elles nous donnent. 
le droit d'appliquer les théorèmes 1 et 2 (n° 5) exprimant certaines 
propriétés du système de coordonnées sur la droite quand il s'agit 
des points pris sur un plan. 

10. Afin de rendre plus aisée la définition des faits qui suivront, 
nous conveñons dès à présent de faire usage de certains termes. 

L'axe Oy partage tout le plan en deux demi-plans. Nous appel- 
lerons celui dé ces demi-plans qui contient la partie positive de 
l'axe Ox demi-plan droit, l'autre demi-plan gauche. 

De même, l'axe Ox partage le plan en deux demi-plans. Nous 
appellerons celui qui contient la partie positive de l'axe Oy demi- 
plan supérieur et l’autre demi-plan inférieur * 

- 11. Soit M un point quelconque du demi-plan droit. Le segment 
OM, sur l'axe Oz sera alors orienté dans le sens positif, et par con- 
séquent, l'abscisse x — OM, du point M sera positive. Si, par contre, 


le point M se trouve dans le demi-plan gauche, le segment OM, 

aura sur l'axe Ox un sens négatif et le nombre x — OM, sera négatif. 

Si enfin le point A est situé sur l’axe Oy, sa projection sur l'axe Or 
coïncidera avec le point © et x — OM, sera nul. 

Par conséquent, tous les points du demi-plan droit ont une abscisse 
positive (x => 0), tous les points du demi-plan gauche ont une abscisse 
négative (x < 0), les abscisses des points situés sur l'axe Oy sont nul- 
les (re 0). 

Le même raisonnement nous permet de conclure que tous les 
points. du demi-plan supérieur ont des ordonnées positives (y => 0), 
‘ous les points du demi-plan inférieur ont des ordonnées négatives 
(y << 0), les ordonnées des points situés sur l'axe Ox sont nulles 
y = 0). 

Notons que l’origine des coordonnées ©, en tant que point d'in- 
tersection des axes, a ses deux coordonnées nulles x — 0 et y = 0, 
ce qui la caractérise (autrement dit, se u 1 le point O a ses deux coor- 
données nulles). 

12. L'ensemble des deux axes de coordonnées partage le plan en 
quatre parties, appelées quadrants et numérotées d'une façon dé- 
terminée. Le secteur se trouvant à droite de l’axe des ordonnées et 
au-dessus de l’axe des abscisses porte le numéro 1, le deuxième est 
celui qui se trouve dans le demi-plan supérieur à gauche de l'axe Oy, 
le troisième est situé simultanément dans les demi-plans gauche 
et inférieur, et enfin le quatrième est dans les demi-plans droit et 
inférieur. (Cette numération est indiquée sur la fig. 7.) 


* Ces dénominations sont justifiées du fait que dans les graphiques on dis- 
pose ordinairement les’ axes de coordonnées de façon que l’axe Ox soit dirigé 
vers la droite et l’axe Oy vers le haut. 
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Soit M un point quelconque de coordonnées x, y. 
Il découle de ce qui vient d'être énoncé que 
si z>>0, y>0, M est situé dans le quadrant I, 
si x<<0, y>0, M est situé dans le quadrant Il, 
si x<<0, y<<0, M est situé dans Le quadrant III, 
si z>—>0, y<<0, M est situé dans le quadrant IV. 


La prise en considération des demi-plans et quadrants est utile 
en ce sens qu’elle permet de s'orienter facilement dans la disposition 
des points donnés d'après les signes de leurs coordonnées. 

13. Nous venons de faire connaissance avec le système de coor- 
données cartésiennes orthogonales. C’est le système le plus usité. 


Fig. 7 Fig. 8 


Cependant, en certains cas, lors de l’examen de problèmes particu- 
liers, d'autres systèmes peuvent s'avérer plus commodes. Exami- 
nons donc rapidement les coordonnées cartésiennes à angle quel- 
conque entre les axes. | 

Un tel système de coordonnées est défini par une unité de mesure 
et deux axes Ox, Oy qui se coupent au point © sous un angle quelcon- 
que (autre que 0° et 180°). Soit M un point quelconque du plan. 
Traçons par M des droites parallèles aux axes Ox, Oy et désignons 
les points d'intersection de ces droites avec les axes respectivement 
par M, et M, (fig. 8). 

Les nombres 

z=O0M, et y—0M,, 


où OM. est la grandeur du segment OM, de l’axe Ox et OM, la 
grandeur du segment OM, de l'axe Oy, sont appelés coordonnées du 
point M dans le système donné. 

Dans le cas particulier où l’angle entre les axes Oz et Oy est égal 
à un droit, le système de coordonnées que nous venons de décrire 


$ 4] Coordonnées polaires 19 


est appelé système cartésien orthogonal. Si, par contre, 
l’angle entre les axes Or et Oy n'est pas droit, ce système de coordon- 
nées est appelé cartésien oblique. Nous n’utiliserons pas dans 
notre exposé les coordonnées obliques, c’est pourquoi nous appel- 
lerons souvent les coordonnées cartésiennes orthogonales simple- 
ment coordonnées cartésiennes. 


$ 4. COORDONNÉES POLAIRES 


jh 


14. Nous allons décrire à présent le système dit de coordonnées 
polaires, qui est fort commode et est souvent appliqué. 

Le système de coordonnées polaires est déterminé par un point O 
appelé pôle, une demi-droite OA issue de ce point, portant le nom 


Fig. 9 Fig. 10 


d'axe polaire, et une unité de longueur. Il est de plus nécessaire 
d'indiquer lorsqu'on détermine un système de coordonnées polaires 
quel est le sens de rotation autour du point O que nous considérons 
comme positif. On considère habituellement comme positif le sens 
de rotation inverse du sens des aiguilles d'une montre. 

Soient un pôle et un axe polaire (fig. 9). Envisageons un point M 
quelconque et désignons par p sa distance au point © (po — | OM |). 
par 0 l’angle dont il faut tourner la demi-droite OA pour la faire 
coïncider avec la demi-droite OM (8 — / AOM). Nous considérons 
l’angle 6 comme on le considère en trigonométrie (c'est-à-dire en 
tenant compte du signe et à + 2nx près). 

On appelle les nombres p et Ô coordonnées polaires du point M 
(dans le système donné); le nombre p étant considéré comme première 
coordonnée ou rayon polaire, le nombre Ô deuxième coordonnée ou 
angle polaire (on appelle également l'angle polaire amplitude). 

Remarque 1. On distingue parmi les valeurs possibles de 
l'angle polaire du point M une valeur particulière qui est 


—r<O0< nr; 
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et que nous appellerons valeur principale. On pourrait dire 
que l’on prend en qualité de valeur principale de l’angle polaire 
l'angle dont il faut tourner la demi-droite OA pour la faire coïncider 
avec la demi-droite OM sans effectuer de rotation de plus de 180° 
dans l’un ou l'autre sens. Dans le cas particulier où la demi-droite OM 
est dirigée dans le sens rigoureusement opposé à celui de la demi- 
droite OA, la rotation de 180° est possible dans les deux sens; c’est 
le sens positif de rotation qui est alors choisi. Autrement dit, 
on prend alors pour valeur principale de l'angle polaire 6 — x. 
Remarque 2. Si le point M coïncide avec O, nous aurons. 

a = |OM | — 0, La première coordonnée du pôle est donc nulle, 
quant à sa deuxième coordonnée, il est évident qu’elle est indéter- 
minée. 

15. IL est parfois nécessaire d'utiliser simultanément les systè-' 
mes de coordonnées cartésiennes et polaires. Le problème qui se pose 
alors est le suivant: connaissant les coordonnées polaires d’un 
point, calculer ses coordonnées cartésiennes et inversement. 
connaissant les coordonnées cartésiennes calculer les coor- 
données polaires. Nous allons déduire Les formules permettant 
une telle transformation des coordonnées (formules de pas- 
sage des coordonnées.polaires aux coordon- 
nées cartésiennes et réciproquement) pour 
le cas particulier où le pôle du système polaire coïncide avec l'origine 
des coordonnées cartésiennes orthogonales et l'axe polaire avec le demi- 
axe positif des abscisses (fig. 10). Nous considérerons de plus comme 
positif lors de la détermination de l'angle polaire le sens de rota- 
tion qui nous permettra de parcourir le chemin le plus court pour 
faire coïncider le demi-axe positif Or avec le demi-axe positif Oy. 

Soit M un point quelconque du plan, (x; y) ses coordonnées 
cartésiennes, (p ; 0) ses coordonnées polaires. Décrivons autour du 
pôle O un cercle de rayon p et prenons-le pour cercle trigonométri- 
que, l'axe Ox étant le diamètre d’origine. Abaissons du point M des 
perpendiculaires sur les axes Ox et Oy en désignant respectivement 
par M, et M, les poiuts d'intersection de ces perpendiculaires 


avec les axes (voir fig. 10). Le segment OM, représente le cosinus 


de l'angle 0. On a, par conséquent, OM, = | OM | cos 0. Le seg- 
ment OM, représente le sinus ue l'angle p: on à, par conséquent, 
OM,  |OM ] sin 0. Or, OM, == x, OM, = y, OM | = p. 


Nous obtenons donc des Labo précédentes : 
r--0C0S0, y=psin 0. (1) 
Telles sont les formules exprimant les coor- 
données cartésiennes orthogonales à l'ai- 
de des coordonnées polaires. On peut obtenir 
l'expression des coordonnées polaires à l’aide des coordonnées 
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cartésiennes orthogonales soit à partir des formules déjà déduites, 
soit directement: 


p=Vr+y, tg0——. (2) 
Remarquons toutefois que la formule tg 9 — + ne détermine 


pas entièrement même la valeur principale de l’angle polaire. Encore 
faut-il savoir si la grandeur 6 est positive ou négative. 


Exemple. Soient (—2; 2) les coordonnées cartésiennes orthogonales d’un 
point. Déterminer ses coordonnées polaires (en supposant que le pôle du système 
polaire coïncide avec l’origine du système cartésien et que l'axe polaire coïncide 
avec le demi-axe positif des abscisses). . | 

Solution. D'après la formule (2) nous avons: 


p=2 V2, 1g0— 1. 
D'après la deuxième égalité p — La où 0 = + n. Etant donné que le 
point se trouve dans le deuxième quadrant, nous devons choisir la première des 
deux grandeurs ci-dessus en qualité de valeur principale. Nous obtenons donic 


p—=2 V2, 8 — La 


CHAPITRE ! 


PROBLÈMES F LÉMENTAIRES 
DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE PLANE 


$ 5. PROJECTIONS D'UN SEGMENT. 
DISTANCE DE DEUX POINTS 


16. Dans le cours de notre exposé, lorsque nous poserons des 
questions quelles qu’elles soient, nous considérerons qu'un certain 
système de coordonnées est fixé. Si nous indiquons que des points 
quelconques sont donnés, il faudra le comprendre en ce sens que 


M, 
M, | 


| | 
(1 8 u 
Fig. 11 


leurs coordonnées sont connues. Si le problème posé consiste à trouver 
des points inconnus, le problème sera considéré comme résolu quand 
les coordonnées de ces points seront calculées: 

Nous allons examiner dans ce chapitre plusieurs problèmes 
élémentaires de géométrie analytique. 

17. Soient üun segment quelconque M,M, et un certain axe 
(fig. 11). Abaissons des points M1, et M), des perpendiculaires sur 
l'axe u et désignons les pieds de ces perpendiculaires par P, et P: 
respectivement. Considérons le segment P,P, sur l’axe x dont 
l'origine et l'extrémité sont respectivement la pro- 
jéection de l'origine et la projection de l’ex- 
trémité du segment M,M:. La projection d'un segment M,M, 
sur l’axe u est la grandeur du segment P,P, de cet axe, ce qui s’expri- 
me symboliquement par l'égalité 


Proj, M ,M ; — P,P,, 
Conformément à cette définition, {a projection d'un segment de 
‘droite sur un axe est un nombre qui peut être positif (fig. 11), négatif 
(fig. 12, a) ou égal à zéro’(fig. 12, b). 


Il est particulièrement fréquent en géométrie analytique d’avoir 
à calculer les projections d'un segment de droite sur les axes de 
coordonnées. Nous convenons de désigner par la lettre majuscule X 


Me 

M) 

> 

M, 

} s | 

1 : l 

( 

—— à 4 + 
l D, 4 HR © 
{a) (b) 


Fig. 12 


la projection d'un segment quelconque sur l'axe Ox et par la lettre 
majuscule Ÿ la projection sur l’axe Oy. 

Le théorème suivant permet de calculer X et Y, les points W; 
et M; étant donnés. 

Théorème 3. Quels que soient les points M; (x; y) et 
Mo (x; Ys), les projections du segment MM; sur les axes de coordon- 
nées s'expriment par les formules: 


X = Loti, Ÿ—=Ys—Y1. (1) 


Démonstration. Abaissons des points M, et M, des 
perpendiculaires sur l’axe Ox et désignons les pieds de ces perpen- 


Fig. 13 


diculaires par P., et P, (fig. 13). Comme indiqué au n°9, les coor- 
données de ces points sur l'axe Ox sont respectivement zx; et 22. 
D'où et en vertu du théorème 1, n° 5, nous avons 


PB Po = Lo — x. 
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. Or P,P, = X, et. par conséquent X — x — x,. Nous obtenons 
de facon identique l'égalité Y — Q1Q2 == y — Ya ce qui achève 
Ja démonstration de notre théorème. 

Par conséquent, pour obtenir les projections d'un segment de 
droite sur les axes de coordonnées il faut soustraire les coordonnées de 
son origine des coordonnées correspondantes de son extrémité. 

Supposons que l'origine M, de ce segment coïncide avec l'origine 
des -coordonnées ©. Nous aurons alors x, — 0, y; — 0. En désignant 
dans ce cas l’extrémité du segment par la lettre M et les coordon- 
nées du point M par les lettres x et y, nous obtenons d’après les 
formules (1) 

| X=2, Y=y; (1°) 


dans ce cas X et Ÿ sont les projections du segment OM. Le segment 


OM qui joint l'origine des coordonnées à un point M donné est 
appelé rayon vecteur de ce point. Les formules (1”) expriment ce fait 
évident que les coordonnées cartésiennes orthogonales d'un point sont 
les projections de son rayon vecteur sur les axes de coordonnées. 

18. Un des problèmes élémentaires les plus fréquents en géomé- 
trie analytique est celui qui consiste à déterminer la dis 
tance entre deux ee donnés. Pour le cas on 
ces points sont déterminés dans un système de coordonnées carté- 
siennes orthogonales, la solution de ce problème est fournie par le 
théorème suivant. 

Théorème 4. Quelle que soit la disposition sur le plan des 
points M1 (x; y) et M: (ro; y2), la distance d entre ces points est 
déterminée par la formule: 

d=V (2-2) + (yr— y). (2) 

Démonstration. En conservant les désignations utilisées 
dans le théorème précédent, nous désignerons de plus par la lettre 
N le point d’intersection des droites M1Q: et MP: (fig. 13). Etant 
donné que le triangle M,M,N est rectangle, nous avons en vertu 
du théorème de Pythagore 


d=V MiN'+ MAN. 


Mais il est évident que les longueurs des côtés de l'angle droit M,N 
et MN coïncident avec les valeurs absolues des projections X et Y 


du segment M,M, sur les axes de coordonnées. On a 
d=V X?+y?. 
Et nous obtenons enfin, en vertu du théorème 3, 


d= V (&—2) si (y2— 1} 


ce qu'il fallait démontrer. 
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| Exemple. Déterminer . la distance entre les points M4, (—2 ; 3) et 
Mo (5; 4). 
Solution. D après la formule (2) 


d=V5—(—2)2+(4—3)2= 1/50=5 V2. 


__ 149. Considérons de nouveau le segment MM. Menons à partir. 
de son origine M, parallèlement à l'axe Ox et dans le même sens. 
que cet axe, une demi-droite w (fig. 14). Désignons par 8 l’angle 


dont il nt tourner la demi-droite u pour l'appliquer sur le seg- 


ment MM. Cet angle sera pris comme en trigonométrie (c'est-à- 
dire en tenant compte du signe et à +2nx près). 

Nous appellerons l'angle 6 angle polaire du segment MM. M, 2 par 
rapport aux axes de coordonnées donnés. Il est évident que l'angle 0 
n’est rien d'autre que l’angle polaire du point M, dans un système 
de coordonnées polaires dont le point M, est Le pôle et la demi-droite 
l’axe polaire. Dans ce même système, la longueur d du segment 
donné jouera le rôle de rayon polaire du point M2. 

Prenons à présent le point M, pour origine d'un nouveau système 
de coordonnées cartésiennes dont. les axes sont orientés identique- 
ment à ceux du système cartésien primitivement donné (fig. 14, 
les nouveaux axes sont tracés en pointillé). Les projections du 
segment M,M, sur les axes correspondants de l’ancien et du nouveau 
système sont identiques. Désignons-les, comme précédemment. par 
X et Y. Les nombres X et ÿ sont les coordonnées cartésiennes du 
point M, dans le nouveau système. En leur appliquant les formu- 
les (4) du n°15 nous obtenons 


Y — d.cos 0, Yÿ” =: d.sin 6. (3) 
Les formules (3) permettent d'exprimer les projections d'un segment 


de droite quelconque sur les axes de coordonnées par sa longueur et. 
son angle polaire 
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En vertu de ces formules et théorème (3), on a 
Zo— Li = d:C0S0, yr— y = d'sin0, (4) 
ou encore 


cos8="2 "1, sin 6 —* RS. (5) 


Les formules (5) permettent de déterminer l'angle polaire d'un segment 
de droite d'après les coordonnées de son extrémité et de son origine; 
il convient de déterminer tout d'abord d en utilisant la formule (2). 
En bien des cas il est également commode d’appliquer la formule 

tg 6 — 27 #1 Ù (6) 


227 #1 
qui se déduit aisément de la formule (4). 


Exemple 1. Déterminer lés projections d'un segment sur les axes de 


coordonnées, connaissant sa longueur d — 2 1/2 et son angle polaire 6 .— 135°. 
Solution. D'après les formules (3) nous avons 


X=—2 V/2-cos 135° — 2 V2 der —= —- 2, 
\ V2 
_ - 
Y =2 V/2:sin 135 —2 V/2:——=-2. 
V V 7 
Exemple 2. Déterminer l'angle polaire du segment joignant les points 
M, 6: VE)et M2 (6; 2 V3. 
Solution. La un (2) nous permet d'obtenir 


a=V (6—5)2+(2V3— V3) 2. 


En appliquant à présent les formules (5) nous trouvons 
1 | V3 
cosô—, sing | 
La valeur principale de l'angle est donc 6 — 60°. 


20. Soient x un axe quelconque, q@ l'angle d'inclinaison d'un 
segment MM, par rapport à cet axe ou, pour être plus précis, 
l'angle dont il faut tourner l'axe w pour le faire coïncider avec la 
droite porteuse du segment M,M,, orientée dans Le sens du segment. 

Nous nous servirons pour calculer les projections du segment 
de droite AM, sur l’axe u de la formule 


Proj,.M,M3 = d.cos w, (7) 


en d'autres termes, {a projection d'un segment de droite sur un axe 
quelconque est égale au produit de la longueur de ce segment par le 


cosinus de l'angle d'inclinaison de ce segment par rapport à l'axe 
envisagé. 


$ 5] Projections d'un segment. Distance de deux poinis - 27 


Il n’est pas nécessaire de prouver la formule (7) car elle ne se 
distingue pas en fait de la première des formules (3), n° 19. Remar- 
quons seulement que le signe de l'angle n'influe pas sur son cosinus. 
On peut donc considérer dans la formule (7) l'angle @ du point de vue 
de la géométrie élémentaire, c'est-à-dire sans tenir compte du signe 
et dans les limites de O à 180°. 


M, M} 
] \ 
[ l 
M} M 
A) | Î pe 
NE ; | TT F: 
dd (4 ! I l q “e ‘ 
É PE, Pros MM UE, P, Pi MMg E, + 
(a) (à) 
Fig. 15 


Si l’angle q est aigu, cos o et la projection du segment sont 
positifs (fig. 15,a); si o est un angle obtus, cos q et la 
projection du segment sont négatifs (fig. 15,b). Si œ® est 
un angle droit la projection est nulle. 


Exemple. Soient les points M, (1 ; 1)et M2 (4 ; 6). Déterminer la projec- 


tion de M,M, sur l'axe passant par les points 4(1 ; 0) et B (5 ; 3) et orienté de 
À vers PB. | 


Fig. 16 


Solution. Désignons l'axe envisagé par u, l'angle entre le segment M,M2 


et l'axe u par q et par 6 et 8’ les angles polaires des segments M, M, et AB (voir 
fig. 16, où tous les angles envisagés sont tracés avec M, pour sommet). Il est 
facile de voir que cos @ — cos (0 — 0’). Soient X et Y les projections du segment 


M\M3 sur les axes de coordonnées, X' et Y’ les projections du segment 4B 
et d'et d’ les longueurs des segments M,M, et AB. D'après la formule (7) 
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Proju MiMo==d-cos @ = d.cos (0-—0’) — d-(cos 8 cos. 8’ + sin 6 sin 0’). 
En utilisant les formules (3), n° 19, nous recevons : 
En appliquant les théorèmes 3 et 4, nous obtenons 
X=3, Y=5, X'=4, Y'=3, d'= VA 5. 
Il s'ensuit : 


a 3.4 .2 
‘Proju Mme = T0 D ST 


et le problème est résolu. 


$ 6. CALCUL DE L'’AIÏIRE D'UN TRIANGLE 
21. Soient trois points À (x; Yi); B(x2; yo) et C (xs; y), qui 
ne sont pas situés sur la même droite. ÆEtablissons la formule qui 
exprimera l'aire S du triangle ABC à l'aide des coordonnées de ses 
sommets.  … 
Désignons par œ l'angle entre les segments AB et AC, par d 
et d’ les longueurs de ces portions de droites. La géométrie élémen- 


y 


taire nous dit que l'aire d’un triangle est égale à la moitié du pro- 
duit de deux de ses côtés par le sinus de l’angle qu'ils forment. 
Nous avons donc 


S—- dd'-sin D. (1) 


Soit 6 l'angle polaire du segment AB. Si l'angle de rotation 
minimum permettant d'appliquer AB sur AC est positif, nous 
obtiendrons l’angle polaire du segment AC en ajoutant l'angle q 
à 0. En le désignant par 0”, nous trouvons 0” — 6 + œ (fig. 17, a). 
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Si par contre cette rotation minimum doit s'effectuer dans le sens 


négatif, nous obtiendrons l'angle polaire 6’ du segment AC en retran- 
chant l'angle g® de l'angle 6. Dans ce cas 0” — 6 — @ (fig. 17, b). 
Il vient donc q—+- (6° —6), d'où nous trouvons d'après là formule (1) 


S— + dd - sin (0° — 8) — + _ dd’ .(sin 8’ cos 6 —cos 0’ sin 6). (2) 


Désignons par X et Y les projections du segment AB sur les axes 


de coordonnées et par X' et Y’ Jes projections du segment AC! 
En vertu des formules (3), n° 19, nous obtenons 


X = d:cos 8, Y == d'sin 6, 
X'=d'.cos0", Y’—d’-sin6. 


En ouvrant les parenthèses dans le second mernbre de l'égalité 
(2) et en utilisant les relations ci-dessus nous trouvons 


SL (XY'— X'Y). (3) 


En vertu du théorème 3, n° 17 
X = TX = Yes 
x” = La — Xi, Ÿ77 css Us — U1. 


En substituant ces valeurs aux grandeurs correspondantes de la 
formule (3) nous hédua 


S= + — (ar) (ya — y) — (ts — 21) (ya — gi). (4) 


L'expression entre crochets est un déterminant du second ordre *, 
ce qui permet également d'écrire la formule (4) comme suit 


T2 — Xi Y2— VU: 


T3 — Li Ya —Y1 


{ 


+ S — ci (9) 


Nous exprimons le résultat obtenu par le théorème suivant: 

Théorème 5. Quels que soient trois points À (x; y), 
B (x: ; y) et C (x; y:) non situés sur une même droite, la surface S 
du triangle ABC est déterminée par la formule (5). La partie droite 
de ceite formule est égale à +3$S si la rotation minimum du segment 
AB vers le segment AC est positive et à —S si cette rotation doit s’effec- 
tuer dans le sens négatif. 


* Voir Appendice, page 266. 
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E xemple. Soient les points A(f ; 1}, B (6: 4), C (8; 2). Calculer la sur 
face du triangle .4 BC. 
Solution. D’après la formule (5) 


Llr2—xi ya—y: + 

2 |T3—%X1 Ys—y)l 2 | 

Par conséquent, S — 8. Le fait que dans le cas présent la valeur de la par- 

tie droite de la formule (5) est négative indique que la rotation minimum du 
segment ÀB vers le segment AC s'effectue dans le sens négatif. 


5 3 
7 


= —8— —$. 


$ 7. DIVISION D'UN SEGMENT DANS UN RAPPORT DONNÉ 


22. Un problème élémentaire de géométrie analytique aux appli- 
cations nombreuses consiste à diviser un segment sui- 
vant un rapport donné. Avant d'énoncer le problème 


7 


Fig. 18 


d'une façon précise il nous faudra expliquer en détail ce que nous 
entendons par l'expression « le rapport dans lequel un point quel- 
conque partage un segment donné ». 

Soient sur un plan deux points différents quelconques dont l’un 
est considéré comme le premier et l’autre comme le deuxième. 
Désignons-les, dans l’ordre indiqué, par M, et M2. Traçons une 
droite x passant par ces deux points et fixons sur cette droite un 
sens positif, ce qui en fera un axe. 

Soit ensuite # un autre point de l'axe u disposé de façon quel- 
conque, pourvu qu'il ne coïncide pas avec le point M, (fig. 18). 

Le nombre À. déterminé par l'égalité 

MM 
— MM () 
où MM et MM; sont les grandeurs des segments orientés M,M et 
MM; de l'axe u, est appelé rapport dans lequel le point M partage 
Le segment orienté M,M:. 

Remarque 1. Le nombre À ne dépend pas du choix du 
sens positif de la droite u, déterminée par les points M, et M. 
En effet si nous intervertissons les sens positif et négatif de cette 
droite. les grandeurs M,M et MM: changeront de signe simultané- 
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M,M 


ment (leur module restant inchangé). La valeur de la fraction MM 


demeurera de toute évidence inchangée. 

Remarque 2. Le nombre À ne dépend pas du choix de 
l'unité de mesure. En effet si l’unité de mesure est modifiée, les 
grandeurs de tous Îles segments pris sur l’axe w se trouvent multi- 


pliées par le même facteur et par conséquent le rappor 


change pas. 

Remarque 3. Si la possibilité d'une coïncidence du point 
M avec le point M: n’est pas exclue, l'égalité (1) ne détermine 
aucun nombre äu cas où M et M, sont confondus (car MM; — Ü). 
On dit alors (pour une Pr ds qui sera exposée dans le numéro 


MM: est égal à l'infini ». 

23. Supposons que le sens positif soit choisi sur la droite M,M; 
de telle façon que le segment MM, soit orienté positivement. 
MM est alors un nombre positif. Si en même temps le point M 


est situé entre les points M, et M2, les nombres M,M 
et MM; sont également positifs et, par conséquent, le rapport 
= TT, est un nombre positif. Si le point M se rapproche 
du point M1, À tend vers O0 (et devient nul quand 4 se confond 
avec M). Si le point 7 se rapproche indéfiniment du point MW. 
À croît indéfiniment, tend vers l'infini (c’est pourquoi l’on dit 
que À devient infini quand se confond avec M:). 
Admettons à présent que le point M se trouve sur la droite déter- 
minée par les points W, et M, en dehors du segment M,M:. 
Dans ce cas un des nombres M,M et MM, est positif et l’autre 
négatif et M,M et MM, étant des grandeurs de signes contraires. 
À = Te sera un nombre négatif. 
24. En géométrie analytique le problème de la division d'un 
segment dans un rapport donné consiste en ce qui suit. 
Considérant comme connues les coordonnées de deux points M: (xs ; y}, 
M2 (t2; ve) et le rapport À dans lequel un point M (inconnu) divise 
le segment M,M:, déterminer les coordonnées du point M. 
La solution de ce problème est fournie par le théorème suivant. 
Théorème 6. Sile point M (x; y) divise le segment MM: 


dans le rapport }, les coordonnées de ce point s'expriment par les for- 
mules 


M; 
MM 


T4 + ÀTo yi+ Âve 
Ar MU (2) 


Démonstration. Projetons les points M,, M,, M sur 
l'axe Ox et désignons leurs projections respectives par P;, P, et P 


LE = 
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(fig. 19). En vertu du théorème de géométrie élémentaire indiquant 
que les segments déterminés sur des droites quelconques par plu- 
sieurs parallèles sont proportionnels (théorème de Thalès), nous 
avons 

PP; MM: de (3) 
Conformément au théorème 3 (n° 17), 


P,P=z—3z;, PP;=Zt2—7x. 
De ces relations et de l'égalité (3) nous déduisons 


EE À 
To—X 


En résolvant cette équation par rapport à x, nous trouvons 


Nous avons ainsi obtenu la première des formules (2). La deuxiè- 
me est obtenue de façon tout à fait analogue par projection sur l’axe 
Oy et le théorème est prouvé. 


Remarque. Six — — 1, les formules (2) n’ont plus de sens 
car le dénominateur de ces formules devient nul (1 + À = 0). Mais 
dans ce cas le problème énoncé n’a pas de solution. En effet, aucun 


point ne peut diviser le segment M,M; dans le rapport À — — {, car 
si Fr, = —1,MM = — MM: et MM + MM: = MiMo —0, ce 


qui est impossible, les points M, et M: étant supposés différents. 

25. Notons un cas particulier important du théorème précédent : 
Si Mi (x, ya) et Mo (to; yo) sont deux points quelconques et M (x; y) 
le milieu du segment MM, 


__æi+%  Yt yo 
= TR — Y= 5 — 


A 
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Ces formules sont obtenues à partir des formules (2), n° 24, pour 
À = 1%. Nous pouvons donc énoncer que les coordonnées du milieu 
d'un segment sont égales à la demi-somme des coordonnées de ses extré- 
mités. 


Exemple 1. Soient les points M; (4 : 4)et M: (7 : 4). Sur la droite qu'ils 
déterminent trouver un point M deux fois plus. rapproché de M, que de M et 
situé entre les points M, et M3. 


Solution. Le point cherché partage le segment W,M, en deux parties 
dont le rapport est À = LÉ En appliquant les formules (2), n° 24, nous trouvons 


les coordonnées de ce point : x = 3, y = 2. 

Exemple 2. Soient les pointe M, (;1)et Ma (7 ; 4). Trouver sur la 
droite WM,M, et en dehors du segment limité par ces points un point M deux 
fois plus rapproché du point M, que du point M2. 

Solution. Le point que nous devons déterminer partage le segment 
MM suivant le rapport À = — F- Les formules (2), n° 24, nous donnent les 
coordonnées de ce point : x = -—5, y = —2, 

Exemple 3. Soient les sommets d'un triangle À (5; —1), B(—1; 7), 
C (4, 2). Déterminer la longueur de la bissectrice intérieure issue du sommet À. 

Solution. Désignons par M le point d’intersection de cette bissectrice 
avec le côté BC, par c et b les longueurs respectives des côtés 4B et AC. On sait 
d'après le cours de géométrie élémentaire que la bissectrice issue d’un des sommets 
d'un triangle divise le côté opposé en parties proportionnelles aux côtés adjacents. 


Par conséquent, le point M partage le segment BC suivant un rapport À, où 


Utilisant les formules (2), n° 18, nous déterminons à présent les longueurs 
des côtés AB et AC | 


= V(6+1)2+(—1—7)2=10, d—V/(5—-12+(—-1—2)=5. 


Par conséquent, À = 2. En appliquant les formules (2), n° 24, trouvons les 
11 
coordonnées du point M : x — & UT 
Appliquant une nouvelle nv les formules (2), n° 18, nous trouvons la lon- 
gueur de la bissectrice À M — 5 ENV a 


Exemple 4. Des FOR M4, Mo, M3 Sont placées aux points M4 (x ; ya), 
Max ; yo) et Maza : ya). Déterminer Île centre de gravité de ce système de masses. 

Solution. Trouvons tout d'abord le centre de gravité M’ (x° ; y’) du sys- 
tème de deux masses m, et m,. La mécanique nous indique que le centre LÉ graVi- 


té (barycentre) de ce système de deux masses partage le segment M,M, en parties 
inversement proportionnelles aux mâssés m1, Ma, autrement dit dans le rapport 


+ Si M est le milieu du segment MiM2, MM = MM et par conséquent 
MM _ 
MM 
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À = 2 . D'après les formules (2) du n° 24 nous trouvons 
| 1 


Mo 
Ho] — 
h it mn 


pr __ TiM4 TT Tome 
mo M + Mo 
1+ 72 
m1 
me 
Yi y 
re ms 7 _yimat- ya 
WP) Mi tme 
4+ 2. 
ms 


Soit M(z ; y) le centre de gravité du système de trois masses m,, m2, ma. La 
position du point M ne changera pas si les masses m, et m, sont concentrées au 
point M’. Autrement dit, le point M est le centre de gravité d’un système de 
deux masses, c’est-à-dire de la masse m3 placée au point M, et d'une masse 
m, + m> placée au point M’. Nous pouvons, par conséquent, trouver le point 
que nous cherchons en tant que point partageant le segment M’M: dans le rapport 

m3 


À = ——<—-. Appliquant les formules (2), n° 24, nous obtenons: 
M + Ma 
M3 TM 4 + ToMa M3 
g'heir HAT; TS > | 
_ mitmz Ÿ mu +me mm __ Pi + Toia + Tag 
m3 1473 Mi + Mo + M3 
mit me M1 + Ma 
PU Ya + Yom me 
es mi En"... pue. miPn. Jimi yMS Ty 
1+ m3 1 + m3 Mit Mot Ms 
M4 + Ma M + Ma 
Remarque. Pour un système de masses m4, m2, . .., my, placées aux 


points M4 (1; ya), Motos yo), . . …, Maæsi ya), les coordonnées du centre de 
gravité de ce système de masses sont déterminées par les formules suivantes: 


2 = UE Too... RM 


te 


Mitmo—+........ Em ? 
y = Va Vame +... yamx 
M + Mo + esse + mi 


Pour le démontrer il suffit d'appliquer de proche en proche à l’ensemble des 
points les formules (2), n°24. 


$ 8. TRANSFORMATION DES COORDONNÉES CARTÉSIENNES 
LORS DE LA TRANSLATION PARALLÈLE DES AXES 


26. Comme nous le savons déjà, dans les problèmes de géométrie 
analytique la position des objets géométriques est définie par rap- 
port à un système déterminé de coordonnées. Il peut toutefois devenir 
nécessaire pour une raison quelconque de remplacer le système de 
coordonnées envisagé par un nouveau système plus commode. Mais 
un point quelconque a, en règle générale, des coordonnées différentes 
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dans les différents systèmes de coordonnées. C’est pourquoi lorsque 
deux systèmes de coordonnées sont envisagés pour l'examen d’une 
seule et même question, le besoin se fait sentir de calculer les coor- 
données d’un point quelconque dans un système connaissant ses 
coordonnées dans l’autre système. On se sert dans ce but des 
formules de transformation des coordonnées 
qui traduisent les changements intervenus dans le système de coor- 
données. 

27. Nous établirons tout d’abord les formules de transformation 
des coordonnées cartésiennes lors de la transla- 


tion parallèle des axes, autrement dit pour une modi- 
fication du système cartésien de coordonnées telle que l'origine 
du système change de position, la direction des axes et l’unité de 
mesure restant inchangées. 

Soient Ox et Oy les anciens axes et O’x’ et O'y' les nouveaux axes 
de coordonnées (fig. 20). La position des nouveaux axes par rapport 
aux anciens est déterminée par les anciennes coordonnées de la nouvelle 
origine: O’(a; b). Nous appellerons le nombre a grandeur de 
translation en direction de l’axe Ox, et le 
nombre b grandeur de translation en direction de 
l'axe Oy. Les coordonnées d'un point quelconque M du plan 
se rapportent aux anciens axes (x; y). Les coordonnées de ce même 
point par rapport aux nouveaux axes seront différentes et s’écriront 
(z’; y’). Notre but est d'établir les formules permettant d'exprimer 
zæ, y à l’aide de x”, y’ (ou x’, y’ à l’aide de x, y). 

Projetons le point O” sur l’axe Ox et le point M sur les axes Ox 
et O'zx’. 

Désignons la projection du point O” sur l’axe Ox par O,, les pro- 
jections du point M sur les axes Ox et O'x” par M. et M... Il est 
évident que la grandeur du segment OM, de l’axe Ox est égale 
à la grandeur du segment O0'M,: de l'axe O'z’. Or O'M,: = x’. Par 
conséquent, OM, = 2". En outre, 00! = a, OM, = x. En vertu 
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de l'identité principale (voir n° 3) OM, = 00: + OiM.: d'où, 
tenant compte des indications précédentes, nous obtenons x = x’ + 
+ a. De façon analogue, nous obtenons par projection sur les axes 


Oy et O'y y = y" + b. 
Ainsi donc, 
æ=2"+a, y=y" +b. (1) 


Telles sont les formules recherchées. Elles peuvent également 
être écrites de la façon suivante : 


z'=xz—d, y =y—b. (1°) 


Le résultat obtenu peut être formulé de la façon suivante: Lors 
de la translation parallèle d'un système de coordonnées cartésiennes 
orthogonales d'une grandeur a dans le sens de l'axe Ox et d'une gran- 
deur b dans le sens de l'axe Oy les abscisses de tous les points sont dimi- 
nuées de cette grandeur a et toutes les ordonnées dé la grandeur b. 


$ 9. TRANSFORMATION DES COORDONNÉES CARTÉSIENNES 
LORS DE LA ROTATION DES AXES 


28. Nous établissons à présent la formule de transforma- 
tion des coordonnées cartésiennes ortho- 
gonales correspondant à une rotation des 
axes; cette rotation consiste à faire tourner dans le même sens 
et d'un même angle les axes d’un système de coordonnées cartésien- 
nes orthogonales, l'origine et l'unité de mesure restant inchangées. 

Soient Ox et Oy les anciens axes et Oz” et Oy” les nouveaux axes 
de coordonnées (fig. 21). La position des nouveaux axes par rapport 
aux anciens est déterminée par l'angle de rotation, permettant de faire 
coïncider les anciens axes avec les nouveaux. Nous désignerons cet 
angle par la lettre & et l’envisagerons comme en trigonométrie (les 
rotations positives étant déterminées comme au n° 15). 

Un point quelconque M du plan a par rapport aux anciens axes 
des coordonnées (x ; y), et possède, normalement, d'autres coordon- 
md (x'; y) dans le nouveau système, à savoir: z — OM, y = OM,, 

= OM, y" = OM, (voir fig. 21). Notre but est d'établir les 
Tor miles permettant d'exprimer 2°, y’ à l’aide de x et y ou x, y à 


L 


l'aide de x’, y’. 
Désignons par (op, 6) Les coordonnées polaires du point M, con- 


sidérant Ox comme axe polaire, et par (p, 0") les coordonnées polai- 
res de ce même point MW, en prenant Ox’ pour axe polaire (dans les 
deux cas p — | OM |). Il est évident que 0 — 0” + &. De plus, 
conformément aux formules (4), n° 15, 


x—pcosô, y=psin6, 
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et de même | | | 
zx =pcos0", y’—psin6". 
Par conséquent, D 
z=p cos 0 — p cos (0’ + &) —p (cos 0’ cos & — sin 6’ sin a) = 

= p cos 0’ cos a — p sin 0’ sin «= 2" cos à — y’ sin &, 
y = p sin 0 —p sin (0 +æ) —p{cos 0’ sin a +-sin 0’ cos a) = 

= p cos 0’ sin & + p sin 0’ cos a — x’ sin &« + y’ cos «. 
Ainsi donc, 


(1) 


Ce sont précisément les formules recherchées, c'est-à-dire les formules 
qui permettent, lors de la rotation des axes d'un angle a, d exprimer 
les anciennes coordonnées (x; y) d'un point quelconque M: à l'aide des 
nouvelles coordonnées (2°; y’) de ce même point. 


z=xcosa—y'sina, | 
y=zx" sin: y COS 


Fig. 21 


On peut obtenir les formules permettant d'exprimer les nouvelles 
coordonnées x’, y” du point M à l’aide des anciennes coordonnées 
z, y à partir des  égalités (1) en les considérant comme .un système de 
deux équations à deux inconnues x’ et y’. Mais ces formules peuvent 
également être obtenues directement à l'aide du raisonnement sui- 
vant: si le nouveau système est obtenu par rotation de l’ancien 
système d'un angle «, l’ancien système est obtenu à partir du nou- 
veau système par rotation d'un angle —a@. On peut donc intervertir 
dans les égalités (1) les anciennes et nouvelles coordonnées, en rem- 
plaçant simultanément @ par —«, ce qui nous permettra d'obtenir 


z'=xcosatysinæ, | 
| | @ 


y'= —zxsinæ+ycosa 
et noire but est atteint. 
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$ 10. TRANSFORMATION DES COORDONNÉES CARTÉSIENNES 
LORS DU DÉPLACEMENT DE L'ORIGINE ET DE LA ROTATION 
DES AXES 


29. Nous allons examiner à présent un déplacement des axes qui 
peut être obtenu par translation suivie d’une rotation (l'unité de 
mesure restant inchangée). 

Désignons par a le déplacement du système en direction de l'axe 
Ox, par b la grandeur du déplacement suivant l’axe Oy et par & 


y" 


Fig. 22 


l'angle de rotation du système. Soient O'x' et O0'y' les nouveaux axes. 
Un point M quelconque du plan a des coordonnées (x; y) par rapport 
aux anciens axes. Les coordonnées de ce même point par rapport 
aux nouveaux axes seront (x’; y’). Le but que nous poursuivons est 
d'obtenir les formules permettant d'exprimer x’, y’ à l’aide de x 
et y et x et y à l’aide de x’ et y’. 

Pour résoudre ce problème nous introduirons un système auxi- 
liaire de coordonnées, dont l'orientation des axes sera la même que 
celle des axes de l’ancien système, et dont l'origine se confondra 
avec l’origine du nouveau système (fig. 22). Nous désignerons les 
axes du système auxiliaire par O’x” et O’y” et les coordonnées du 
point M par x” et y”. Etant donné que le système auxiliaire est 
obtenu à partir de l'ancien système par translation d'une grandeur a 
daus le sens Or et d’une grandeur b dans le sens Oy, nous avons en 
vertu du n° 27 | 

Z=x +a, 
y=y" +b. 


Etant donné, de plus, que le nouveau système est obtenu 
à partir du système auxiliaire par rotation d'un angle «, nous 
aurons, conformément au n° 28. 


zx" COS A — y’ sin &, 


y" —=x"sina-}y" cost. 
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En substituant ces expressions de zx” et y” dans les seconds 
membres des égalités précédentes, nous obtenons 


(1) 


æ—x"cosa—y"sinœ<+a, 
y—=æx" sina+y" cos à + b. 


Considérant en ce cas x’ et y’ comme inconnues et les déter- 
minant à partir de ce système, nous trouvons 


z'=(x—a)cosa-+(y—b)sin «a, | 
y'= —(xz—a)sina+(y—b)cos«. 


(2) 

Les deux dernières paires de formules sont justement les formu- 
les que nous cherchions. 

Les formules (1) expriment les anciennes coordonnées d’un point 
quelconque à l’aide des nouvelles coordonnées, les formules (2), 
au contraire, expriment les nouvelles coordonnées à l’aide des 
anciennes. 

Nous formulerons le résultat obtenu sous forme du théorème 
suivant. 

Théorème 7. Lorsque les axes d'un système de coordonnées 
cartésiennes orthogonales sont déplacés d'une grandeur a dans la direc- 
tion de Ox et d'une grandeur b dans la direction de Oy et que de plus, 
ces axes effectuent une rotation d'un angle a (l'unité de mesure restant 


inchangée), les formules de transformation des coordonnées correspondant 
à ces modifications du système sont 


Z— x" COS a — y" Sin œ +4, 
y == x” Sin &@ + y” cos œ + b, 


(1) 
exprimant les anciennes coordonnées d'un point quelconque du plan 
à l'aide de ses nouvelles coordonnées x’ et y’, ainsi que les formules 
algébriquement équivalentes 


/ 


æ'==(x—a)cos & +(y —b)sin«, 
y" — —(x—a) sin à + (y —b)cos «x, 


(2) 
exprimant les nouvelles coordonnées à l'aide des anciennes. 


Exemple. Etablir les formules de transformation des coordonnées, 
correspondant à un déplacement de l’origine en O0” (2; 3) et à une rotation des 
axes d'un angle de +45°. 


Solution. En posant dans les formules (1) «a = 2, b = 3, — _ , DOUS 
a 
à 


trouverons les formules suivantes exprimant les anciennes coordonnées à l’aide 
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des nouvelles: 


Ces formules (ou les formules (2)) nous permettent d'obtenir les nou- 
velles coordonnées exprimées à l’aide des anciennes : 
»_TTY. 5 ,_"%+y À 


V5 72 ‘ V2 V2 

Remarque. On dispose habituellement sur les figures les axes de coor- 
données de telle sorte qu’il faille faire tourner le demi-axe positif des abscisses 
dans le sens inverse des aiguilles d'une montre 
pour l’appliquer sur le demi-axe positif des ordonnées. Dans ce cas le système 
de coordonnées est dit système droit. On fait parfois usage d’un système d’axes 
disposés différemment, c’est-à-dire de façon que la rotation minimum nécessaire 
pour appliquer le demi-axe positif des abscisses sur le demi-axe positif des or- 
données s'effectue dans le sens des aiguilles d'une mon:- 
tre. Le système de coordonnées est dit dans ce cas système gauche. 

Soient deux systèmes de coordonnées (cartésiennes orthogonales). S'ils 
sont tous deux droits ou tous deux gauches, il est possible de faire 
coincider les axes de l’un avec les axes de l’autre par translation et rotation. II 
découle de ce qui vient d’être dit que lors du passage d’un système à l’autre les 
coordonnées d’un point quelconque du plan se transforment conformément aux 
formules (1). Si, par contre, un des systèmes est droit et l’autre gauche, il est 
impossible de faire coïncider les axes de l’un avec les axes de l’autre par trans- 
lation et rotation. Autrement dit, si nous appliquons le demi-axe positif des 
abscisses d’un système (l’ancien) sur le demi-axe des abscisses de l’autre (le 
nouveau), les demi-axes positifs des ordonnées de ces deux systèmes seront 
orientés en sens contraires. Par conséquent, dans ce cas la transformation des 
coordonnées lors du passage d’un des systèmes à l’autre sera définie par des for- 
mules que l'on obtiendra à partir des formules (1) en modifiant le signe de la 
grandeur y’. Nous pouvons donc conclure que les formules générales de transfor- 
mation des coordonnées cartésiennes orthogonales (l'unité de mesure restant 
‘inchangée) peuvent être écrites comme suit: 


æ—+"Cosa Fy’sina+a, | (3) 
y=z" sin & + y’ cos œ + b, 


T 


où a, b sont les anciennes coordonnées de la nouvelle origine, & l’angle dont il 
faut tourner l'ancien axe des abscisses pour l’amener sur ie nouvel axe. Les 
signes supérieurs dans les formules (3) correspondent au cas où le passage se 
fait d'un système droit à un système droit ou d’un système gauche 
à un système gauche, les signes inférieurs au cas de systèmes de diverses 
parités. Il faut égalément tenir compte du fait que si l'ancien système est un 
système gauche, l'angle & doit être considéré comme positif quand la rotation 
s'effectue dans le sens des aiguilles d’une montre. 
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ÉQUATION D’UNE COURBE 


$ 11. NOTION D’ÉQUATION D'UNE COURBE. 
EXEMPLES DE COURBES DÉFINIES PAR DES ÉQUATIONS 


30. Seules quelques courbes sont examinées en détail en géométrie 
élémentaire : la droite, le cercle, les lignes brisées. Et pourtant les 
nécessités de la technique posent devant les sciences mathématiques 
le problème général d'étudier de nombreuses courbes extrêmement 
diverses tant par leurs formes que par leurs propriétés. Des méthodes 
plus parfaites que celles dont dispose la géométrie élémentaire sont 
nécessaires pour résoudre ce problème de caractère général. Ce sont 
l'algèbre et l'analyse mathématique qui fournissent de telles métho- 
des. L’application des méthodes de l'algèbre et de l’analyse repose 
sur un système unique de définition des courbes: par leurs équations. 
. 31. Soient æ et y deux variables quelconques. Cela signifie que 
l’on entend par le symbole x ainsi que par le symbole y n'importe 
quels nombres (réels). Les relations du type F (x, y) = 0, où 
F (x, y) représente une expression quelconque contenant x et y, 
seront appelées par nous équations à deux variables zx et y, 
si F(x, y) — O n’est pas toujours vraie, c'est-à-dire pas pour 
tous les couples de nombres x, y. Telles sont, par 
exemple, les relations 2x + 7y — 1 — 0, x + y? — 25 = 0, sin x+ 
+ sin y — 1 — 0, etc. 

Si la relation F (x, y) = 0 est vraie pour n'importe quelle valeur 
numérique de x et y elle est dite identité. Telles sont, par exemple, 
_ relations (+ y} — 2 — 2ry — y — 0, (x + y) (x — y) — 

— + y — À, etc. 

Au cours de notre exposé ultérieur, lorsque nous aurons à exami- 
ner des équations à deux variables, nous n'exclurons pas la possibi- 
lité suivante : le premier membre de l’équation peut contenir, outre 
x et y, d'autres symboles comme a, b, c... Mais dans ce cas nous 
supposerons que ces derniers sont des nombres déterminés 
(quoique pouvant n'être pas indiqués) et nous les appellerons para- 
mètres constants de l'équation. Ainsi, dans l'équation ax + by + 
+ c = 0, a, b et c sont des paramètres. 

32. On dit que deux nombres x -— x, y = y, satisfont à une équa- 
tion à deux variables si, en substituant ces deux nombres aux varia- 
bles de l'équation, on obtient une égalité vraie. Par exemple, x — 3 
et y — 4 satisfont à l'équation 2? + y? — 25 = Ô, car la substitution 
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de ces deux nombres aux variables dans le membre gauche de l’équa- 
tion annule ce membre; par contre, les nombres x — À, y = 2 ne 
satisfont pas à cette équation car leur substitution aux variables 
donne au premier membre de l’équation une valeur différente de zéro. 

33. Examinons une relation quelconque F {x, y) — 0. Supposons 
que x et y ne représentent plus n'importe quels nombres mais seule- 
ment des nombres satisfaisant à cette équation. Même cette 
condition posée, les grandeurs x et y peuvent normalement varier, 
mais les variations de ces deux grandeurs ne sont déjà plus indé- 
pendantes l'une de l’autre: la valeur numérique de 
æ, une fois fixée, détermine les valeurs 
correspondantes de la grandeur y. C'est pour- 
quoi l’on dit que l’équation F (x, y) — 0 établit entre les variables x 
et y une relation fonctionnelle. 

34. La notion d'équation d'une courbe est une 
notion fondamentale de la géométrie analytique. Nous allons expli- 
quer ce que nous entendons par là. 

Soient une courbe du plan et un système de coordonnées quel- 
conque. 

Nous appellerons équation de la courbe donnée (dans le système 
de coordonnées choisi) l'équation F (x, y) — 0 à deux variables 
à laquelle satisfont les coordonnées x et y de tous les points situés sur cette 
courbe et à laquelle ne satisfait aucune des coordonnées des points non 
situés sur cette courbe. 

Par conséquent, lorsque l'équation est connue on 
peut pour chaque point du plan déterminer s’il appartient ou non 
à la courbe correspondant à cette équation. Il suffit pour cela de sub- 
stituer les coordonnées du point envisagé aux variables de l’équa- 
tion: si ces coordonnées satisfont à l'équation, le point est 
situé sur cette courbe, sinon il est situé en dehors de la courbe 
envisagée. 

La définition énoncée constitue la base des méthodes de la géo- 
métrie analytique. Ces méthodes consistent à étudier les cour- 
bes envisagées à l'aide de l'analyse des équations de 
ces courbes. 

35. Dans de nombreux problèmes l'équation de la courbe joue 
un rôle fondamental, la courbe elle-même étant considérée comme une 
chose secondaire. En d’autres termes, on pose souvent d'avance 
une équation déterminée en définissant ainsi une certaine courbe. 
Cet état de choses est lié à la nécessité de la représentation géomé- 
trique des relations fonctionnelles. 

Si l'équation est donnée et que nous posons la question de savoir 
« ce qu'est la courbe qu'elle définit » (ou ce qu'est Ha courbe dont 
elle « est l'équation »)}, il est commode de faire usage de l'expression 
suivante: la courbe déterminée par uné équation donnée (dans un 
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certain système de coordonnées) est le lieu géométrique de tous les 
points du plan dont les coordonnées satisfont à cette équation. 

36. Toute courbe, définie par une équation de la forme y = f (x) 
est appelée représentation graphique de la fonction f (x). On peut 
dire également que la courbe définie par une équation quelconque 
F (x, y) — 0 est la représentation graphique de la relation fonction- 
nelle entre x et y établie par cette équation. 

37. Etant donné que les grandeurs x et y sont considérées comme 
les coordonnées d’un point variable on les appelle coordonnées 


y ÿ 
= z 
ñ g 
Fig. 23 Fig. 24 


courantes. Si le système de coordonnées employé n’est pas un système 
cartésien, il conviendra de désigner les coordonnées courantes par 
d'autres lettres conformément aux conventions adoptées pour 
le système donné. 

38. Examinons quelques exemples très simples de courbes 
définies par des équations. 

4. Soit l'équation x — y — 0. Ecrivons l'équation explicite 
correspondant à cette équation implicite. Nous aurons z = y. Les 
points dont les coordonnées satisfont à cette équation sont ceux 
et seulement ceux qui sont situés dans le premier et le troisième 
quadrant à égales distances des axes de coordonnées. Par conséquent, 
le lieu géométrique des points dont les coordonnées satisfont 
à l'équation donnée est la bissectrice des premier et troisième angles 
de coordonnées ou première bissectrice du plan (fig. 23). C’est la ligne 
définie par l'équation x — y — 0 (c'est également la représentation 
graphique de la fonction y — x). | 

2. Soit l'équation x + y == 0. Donnons-lui la forme y = — x. 
Nous pouvons conclure que seuls les points situés dans le deuxième 
et le quatrième quadrant et placés à égale distance des axes de coor- 
données ont des coordonnées satisfaisant à l'équation donnée. Par 
conséquent, le lieu géométrique des points dont les coordonnées 
satisfont à l'équation donnée est 1a bissectrice des deuxième et 
quatrième angles de coordonnées ou seconde bissectrice (fig. 24). 
C'est justement la ligne définie par l'équation x + y = 0 (qui est 
aussi la représentation graphique de la; fonction y = — x). 
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3. Soit l'équation x? — y? — O0. Ecrivons-la sous la forme 
(x — y) (x + y) = 0. Nous pouvons conclure que les points dont les 
coordonnées satisfont à l'équation donnée sont ceux et seulement 
ceux dont les coordonnées satisfont soit à l'équation x — y — 0, 
soit à l'équation x + y — 0. Par conséquent, la courbe définie 
par l'équation x° — y? — 0 est composée des points des deux bissec- 
trices des angles de coordonnées (fig. 25). 

4. Soit l'équation zx? + y? — 0. Etant donné que pour des 
nombres réels x et y, x° et y? ne peuvent être de signes différents, ils 
ne peuvent s'annuler par addition. Par conséquent, si 2? + y? — O, 


Fig, 25 Fig. 26 


x = 0 et y — 0. Il en résulte que les coordonnées du seul point 
O (0; 0) satisfont à l'équation donnée, En d’autres termes, le lieu 
géométrique des points dont les coordonnées satisfont à l'équation 
donnée 2° + y? — O n'est composé que d’un seul point. En ce cas, 
l'équation définit une ligne dite dégénérée. 

5. Soit l'équation z° + Le + 4 — 0. Etant donné que pour tous x 
ety réels les nombres x* et y? ne sont pas négatifs, 2? + y? + 1 => 0, 
il n’existe pas un seul point dont les coordonnées puissent satisfaire 
à l'équation donnée. Cette équation ne définit par conséquent aucu- 
ne image géométrique sur le plan. | 

6. L'équation donnée est p = a cos 8 où « est un nombre positif 
et les variables p et 8 des coordonnées polaires. Désignons par M 
un point dont les coordonnées polaires sont {(p ; 0) et par À un point 
dont les coordonnées sont (a; 0). Si p — a cos 0, l’ angle OMA est 
droit, et réciproquement. Par conséquent, le lieu géométrique des 
points dont les coordonnées satisfont à l'équation p — & cos 6 est 
un cercle de diamètre OA (fig. 26). 

7. Soit l'équation p — «8 où a est un nombre positif. Pour 
se représenter là courbe définie par l'équation donnée, supposons 
que 6 croisse à partir de zéro et suivons le mouvement du point 
variable M (po ; 0), dont les coordonnées sont liées par cette équa- 
tion. Si 6 — 0, alors également p — 0. Si 8 croît à partir de zéro, 
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p croîtra proportionnellement à @ (le nombre a jouant le rôle 
de coefficient de proportionnalité). Nous voyons que le point varia- 
ble M (p; 8), issu du pôle du système de coordonnées donné, se 
déplace autour du pôle dans le sens positif en s’éloignant simultané- 
ment de ce pôle. Le point 4 décrit donc une certaine spirale; 
la spirale définie par l'équation p — a est dite spirale d’Archimède 
(fig. 27). 

“ai A point M (p; 0), partant d'une position quelconque, 
se déplace le long d'une spirale d'Archimède et accomplit une 


L 


Fig. 27 Fig. 28 


révolution autour du pôle, l’angle 6 se trouve augmenté de 2x et 
le rayon polaire p de 2ax. Il en découle que la spirale d’'Archimède 
coupe chaque rayon polaire en segments égaux (à l'exception du 
segment touchant le pôle). Tous ces segments ont une longueur 
constante égale à 2ar. 

L'équation p — a8, où a est un nombre négatif, définit une 
spirale d’Archimède « inverse », dont les points correspondent aux 
valeurs négatives de 8 (fig. 28). | | 

8. Soit l'équation p — F où a est un nombre positif. Etudions 
la ligne qu'elle définit. Prenons une valeur positive de 6, par 


exemple 6 — F. Le point de la courbe correspondant à cette valeur 
sera M, (E: +) . Si 0 croît ensuite indéfiniment, p, étant 


inversement proportionnel à 0, tend vers zéro. Par conséquent, le 
point variable M (o ; 6) se déplace autour du pôle dans le sens posi- 
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tif en se rapprochant en même temps indéfiniment du pôle (fig. “à 
‘Supposons à présent que © décroisse en commençant par la valeur 5" + 
et tende vers zéro. Dans ce cas p —+ oo, et le point M (p ; 8) s'éloigne 
vers l'infini. Pour étudier plus en détail le mouvement du point 1, 
projetons le point sur l’axe polaire et désignons sa projection 
par P. Il est évident qu'alors PM = p sin 0 (voir la deuxième 


Fig. 29 Fig. 30 
formule (4), n° 15). En vertu de l’équation donnée, p sin 86 = a ne : 
Mais l'analyse mathématique nous indique que + — À quand 


6 > 0. Par conséquent, lorsque 8 -+ 0, Ia grandeur PM tend vers a. 
On peut en conclure que s’éloignant. vers l'infini le point M se 
rapproche indéfiniment d'une droite parallèle à l'axe polaire et 
distant de cet axe d’une grandeur «a. 

Nous voyons que l'équation donnée définit comme les précéden- 
tes une spirale dite JAperoesque: 


L'équation p = +, où a est un nombre négatif, définit une 


spirale Lsnebaliquel: « inverse », dont les points correspondent aux 
valeurs négatives de 6 (fig. 30). 

9. Soit l'équation p = 4% où a est un nombre positif supérieur 
à l'unité. Cette équation définit une spirale dite logarithmique. 

Pour comprendre les particularités de ia spirale logarithmique, 
supposons que 8 —> + oo. Dans ce cas p — af —> + oo, et par 
conséquent, le point mobile 47 (0 ; 6), se déplaçant autour du pôle 
dans le sens positif, s'éloigne indéfinimént du pôle. Si le point 4, 
partant d’une position quelconque, accomplit une révolution complè- 
te autour du pôle dans le sens positif, son angle polaire augmente 
de 2x, alors que son rayon polaire se trouve multiplié par 42% (étant 
donné que a°+27 — afa27). Ainsi donc, le rayon polaire du point 
s'accroît avec chaque révolution autour du pôle, cet accroissement 
obéissant à une progression géométrique (de raison a?%). 
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Supposons à présent que 8 —+ — co. Alors p —+ 0 et le point 4, 
tournant autour du pôle (dans le sens négatif}, se rapproche indé- 
finiment du pôle (fig. 34). 

Si a est inférieur à l'unité (tout en étant positif), l'équation 
po — a définit une spirale logarithmique « inverse » (fig. 32). Dans 
ce cas, le point M tournant autour du pôle dans le sens positif se 
rapproche indéfiniment de celui-ci, alors qu'en tournant dans le 


Fig. 81 Fig. 82 


sens négatif il s'en éloigne indéfiniment (car si 0 << a < 1 nous 
aurons a —+ 0. pour 8 —+ + oo et aî-—> + oo pour 6 —> — %). 

Si a — 1, l'équation p = af définit un cercle, car pour toute 
valeur de 6 nous aurons p — f. 

Nous venons de citer des exemples d'équations si simples que 
les courbes qu’elles définissent peuvent être déduites directement. 
Dans les cas plus complexes une représentation même approximative 
de la courbe {avec une précision fixée à l’avance) peut devenir extré- 
mement ardue et exiger l'application de méthodes diverses emprun- 
tées à l'analyse mathématique et à la géométrie analytique. 


$ 12. EXEMPLES D'ÉTABLISSEMENT D'ÉQUATIONS 
DE COURBES DONNÉES 


39. Nous avons examiné dans le paragraphe précédent quelques 
exemples de courbes définies à l'aide d'équations données. Nous 
allons voir à présent des exemples de caractère inverse. Dans chacun 
d'eux la courbe est définie de façon purement géométrique et c’est 
l'équation qui doit en être déduite. | 

Si une courbe est définie comme le lieu géométrique de points 
soumis à une condition donnée, nous obtiendrons, en exprimant cette 
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condition à l’aide des coordonnées, une relation entre les coordonnées. 
Cette relation sera précisément l'é équation de la courbe donnée car 
pour que les coordonnées d’un point satisfassent à cette équation 
il faut et il suffit que la position du point soit soumise à la condition 
donnée,. autrement dit quand le point appartient à cette courbe. 

40. Exemple. Soit un système de coordonnées cartésiennes 
orthogonales. Etablir l'équation du cercle dont le centre est C (&; B) 
et dont le rayon est r (fig. 33). 

Désignons par M le point variable et par. les lettres x et y ses 
coordonnées (c'est-à-dire les coordonnées courantes). Le cercle donné 


Fig. 33 


est le lieu géométrique des points équidistants de C, leur distance 
de C étant r. Par conséquent, pour que le point M se trouve sur 
le cercle, il faut et il suffit que 


CM=7r 


D'après la formule (2), n° 18, nous avons CM — Va} +(y— By. 
En substituant à CM * cette expression dans l'égalité (1), nous 


obtenons : 
V (z— a) + (y —B}=r. (2) 


Nous avons trouvé l'équation reliant les grandeurs zx et y que 
satisfont ceux et seulement ceux des points du plan qui sont situés 
sur le cercle donné. Cette équation est donc l’équation cherchée. 
Le problème est résolu. 

41. Elevant les deux membres de l'équation (2) au carré nous 
obtiendrons l'équation normale du cercle de centre C (&, B) et de 
‘rayon 7: 


(æ— a} +(y—B}=r. (5) 


* Voir note, p. 12. 
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Cette équation se rencontre dans de nombreux problèmes de géo- 
métrie*. En posant &æ—0, B—0, nous trouvons l'équation du cer- 
cle ayant son centre à l’origine des coordonnées : 


a+y=r?, (4) 


42. Etablir l'équation de la trajectoire du point M, qui durant 
tout son mouvement se trouve deux fois plus près du point À (2; 0) 
que du point B (8; 0). | 

Désignons par x et y les coordonnées du point W (plus précisé- 
ment les coordonnées courantes). D'après les données du problème, 
le point M est toujours situé deux fois plus près du point À que 
du point B. Autrement dit, 


2AM = BM. (5) 
En vertu de la formule (2), n° 18, 


AM=V(z—2) +, BM=V(z—8)} +7. 
D'où nous obtenons, compte tenu de l'égalité (5), 
2V(z—2}+y=V(x—-8} +. (6) 


Nous avons obtenu une équation reliant les grandeurs x et y. Les 
coordonnées de n'importe quel point de la trajectoire satisfont 
à cette équation et les coordonnées de tout autre point du plan 
n’appartenant pas à cette trajectoire n’y satisfont point. Cette 
équation est donc celle que nous cherchions. Le problème est résolu. 
Il est souhaitable de transformer cette équation en lui donnant une 
forme plus commode. Elevons à cet effet au carré les deux membres 
de l’équation (6). Nous obtenons l’équation : 


AI 2) + yt)= (5 — 8) +, 


équivalente à’ l'égalité (6)**. En enlevant les parenthèses, nous 
trouvons : L 
4x? — 167 + 16 + 4y — 22% — 167 + 64 + y?, 


soit 
y 16. 


* Lorsqu'on élève les deux membres d’une équation au carré on peut abou- 
tir à une nouvelle équation non équivalente à l'équation d’origine, c'est-à-dire 
à une équation à laquelle satisfont des valeurs de x et y ne satisfaisant 
pas à l'équation d'origine. Il n’en est toutefois pas ainsi dans le cas présent, 
autrement dit l'équation (3) est équivalente à l'équation (2). En effet, en 
extrayant la racine carrée des deux membres de l'équation (2) nous obtenons 
+ V/(& — a)? + (y — BY = + r. Mais il est indispensable de prendre le si- 
gne +, sinon nous aboutirons à une égalité fausse. Par conséquent, l'équa- 
tion (2) peut être obtenue à pe de l'équation (3) de même que l'équation 
(3) peut être obtenue à partir de l'équation (2). | 

** La démonstration est analogue à celle de l'affirmation précédente (n° 41). 
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Après avoir obtenu l'équation de la trajectoire sous cette forme, 
nous pouvons facilement nous représenter la trajectoire même. 
En effet, comparant l'équation obtenue avec l'équation (4), n° 4, 
nous pouvons conclure que la trajectoire considérée est un cercle 
de rayon r — 4, ayant son centre à l'origine des coordonnées. 

43. Exemple. Etablir l'équation d’une droite en coordonnées 
polaires, considérant comme connus la distance p du pôle à la droite 
et l'angle 6, entre l’axe polaire et la demi-droite issue de l’origine 
et perpendiculaire à la droite donnée (fig. 34). | 


Fig, 34 


Solution. Soit a une droite quelconque, P le pied de la 
perpendiculaire abaissée sur cette droite du pôle O. En accord avec 
l'énoncé du problème nous considérons connus OP — p et l’angle 6, 
entre l'axe polaire et la demi-droite OP. Prenons sur le plan un 
point quelconque M (p ; 9). Il est évident que le point M .est situé 
sur la droite a si et seulement si la projection du point M sur la 
demi-droite OP coïncide avec le point P, autrement dit lorsque 
ocoso —p où p— / POM. Remarquant que œ — 0 — 6 
(ou æ — 0 — 8), nous trouvons l'équation cherchée de la droite 
a sous la forme p cos (6 — 6;) —.p. Les coordonnées courantes 
sont ici p et 0. 


$ 13. INTERSECTION DE DEUX COURBES 


44. On a souvent à résoudre en géométrie analytique le nroblème 
suivant. | | | 
Soient les équations de deux courbes: 
_F(æ y)=0 et O(x, y)=0. 
Trouver leur point d'intersection. 
Comme toujours en géométrie analytique, quand nous disons 
« trouver un point » nous sous-eritendons « calculer ses coordonnées ». 


Le principe de la solution de ce problème découle directement de la 
définition de l'équation d’une courbe, donnée au n° 34 


$ 151 Intersection de deux courbes 51 


En effet, chaque point d’intersection de deux courbes données 
est un point qui leur est commun. Par conséquent, les coordonnées 
d’un tel point doivent satisfaire simultanément tant à l'équation 
F (x, y) = 0 qu'à l'équation D (x, y) — 0. Nous trouverons tous lés 
points d’intersection des lignes données en résolvant le système 


d'équations 
D (x, y) = 0, 


Chaque solution de ce système détermine un des points recher- 
chés. Il va de soi que Ia réalisation pratique de ce principe peut se 
heurter à des difficultés de calcul. 

Exemple 1. Soient les pAons de deux cercles (x — 1)2 + (y — 3)2 = 
— 4 et 6 — 3)2 + (y — 5)2 = 4. Trouver leurs points d'intersection. 

Solution. En supprimant les parenthèses et en reportant tous les termes 
de l'équation dans le premier membre, nous pouvons écrire les équations comme 


suit: | | 

23 y2—2r—6y+6—0, 2348 67 — 107 + 30 = 0. (1) 
Après avoir soustrait la deuxième équation de la première nous obtenons : 
4x + 4y — 24 = 0, ou bien y = —z+ + 6. En unissant cette équation à la. 

première des équations données, nous aboutissons au système : 
| 22 y2— 2x —6y +6—=0, @ 

y = — 2 + 6. 

Le système (2) est équivalent au système (1) *, Le problème se réduit donc 
à la résolution de ce système. En substituant dans la première équation à y sa 
valeur -—-x + 6, nous trouvons x? + x? = 12z + 36 — 2x + 6x — 36 + 6 = 0, 


ou encore 
x— 4r+3—=0(. 


D'où &,2 = 2-4 V/4—3, autrement dit x, = 1, x, — 3. D'après les va- 
leurs trouvées pour zx, nous trouverons les valeurs de y à partir de l’équation 
y = —zx + 6. Pour x, = 1 nous aurons y; = 5, pour x: = 3 nous aurons y: = 3, 
Par conséquent, les points cherchés sont les points (1 ; 5} et (3 ; 3). 

Exemple 2. Soient les équations de deux courbes x + y = 0 (la deuxiè- 
me bissectrice) et (x — 5)2 + y? = 1 (un cercle). Trouver leurs points d’inter: 
section. à 

Solution. Etablissons le système 


(z—5)1+yi=1, 
x+y—=0. 


Remplaçons dans la première équation y par —x (tiré de la deuxième 
équation): (x—5)?+x?—1, soit 42—5xz+12=0. 


D'où 
1,2 À + VË-1-5 + Ver | 


2 


Etant donné que V/—23 est un nombre imaginaire, nous aboutissons à la 
conclusion que le système ne’ possède pas de solutions réelles, et que par consé- 
quent les lignes données ne se coupent pas. 


* Etant donné que le système (2) est déduit du système (1) et qu’il est faci- 
le de déduire (1) de (2). 


4% 
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$ 14 ÉQUATIONS PARAMÉTRIQUES D'UNE COURBE 


45. Soit un système déterminé de coordonnées et soient deux 
fonctions de la même variable t: 


x = q(t), 
y= (6). | (1) 


Convenons de considérer les grandeurs x et y pour chaque valeur 
de £ comme les coordonnées d’un certain point M. Lorsque t varie, 
les grandeurs x et y, en général, varient également, et par conséquent, 
le point M se déplace sur le plan. Les égalités (1) sont dites équa- 
tions paramétriques de la trajectoire du point M; FOR t est 
appelé paramètre variable. 

Les équations paramétriques jouent un rôle portant en mécani- 
que où elles sont utilisées en qualité d'équations dites de mouvement. 
Précisons cette idée en indiquant que si un point matériel se meut 
dans un plan, il possède à chaque instant { des coordonnées détermi- 
nées x et y. Les équations qui expriment x et y en fonction du temps 
t sont dites équations du mouvement du point #. Elles ont la 
forme (1). 

En mécanique le mouvement d’un point matériel est considéré 
comme mathématiquement donné si ses équations sont établies. 

46. Soit une ligne définie par les équations paramétriques x — 
= {ft}, y —=vÿ(t) en tant que trajectoire du point M (x, y). 

Si F (x, y) — 0 découle des équations données, les coordonnées 
z = @(t}, y = 7% (t) du point A satisfont à cette équation quel que 
soit {. Le point M se meut donc le long de la courbe F (x, y) —0. 
Si, de plus, le point M parcourt toute La courbe, F (x, y) — 0 est 
une équation ordinaire de la trajectoire du point M. On dit que 
F (x, y) = 0 est le résultat de l'élimination du paramètre entre les 
équations paramétriques x — @ ({) et y — 1 (i). 

Exemple. Les équations 


T=Trcos ft, 
y=rsiné 


sont les équations paramétriques d’un cercle de rayon r ayant son 
centre à l'origine des coordonnées. En effet, élevant ces équations 
au carré et les additionnant, nous obtiendrons l'équation qui 
en résulte 

mi ty=r, 


On voit donc que le point M (x, y) se déplace suivant le cercle 
indiqué. De plus, étant donné que le paramètre f prend toutes les 
valeurs possibles, la demi-droite OM (qui forme avec. l’axe Ox un 
angle {) occupe toutes les positions possibles. Par conséquent, 
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le point M parcourt tout le cercle (lorsque # croît indéfiniment, 
un nombre infini de fois). 

47, Soit p = f (8) l'équation polaire d’une courbe. Cette même 
courbe peut être définie en coordonnées cartésiennes à l’aide des 
équations paramétriques suivantes : 


æ=f(8)cos8, 
y = f (8) sin 6. 
Pour obtenir ces équations, il suffit de remplacer dans les formu- 
les z — p cos 8, y — psin0 (voir n° 15) p par la fonction f (8). 


Exemple. La spirale d’Archimède, la spirale hyperbolique 
et la spirale logarithmique ont respectivement en coordonnées 


; a . s 7 4. 
polaires p = 46, p = +, p = af (voir n° 38) d'où on en déduit les 
équations paramétriques suivantes, en coordonnées cartésiennes : 

x = ab cos 0, 


y —absin6 
pour la spirale d'Archimède, 
sent 
= ÿ 
_ssin 0 
: 
pour la spirale byperbolique, 
z—a° cos 0, 
y — aÿ sin 0 


pour la spirale logarithmique. 
Dans tous les cas examinés c’est l’angle polaire 6 du point 
variable qui est le paramètre. 


$ 45. COURBES ALGÉBRIQUES 


48, Les courbes définies en coordonnées cartésiennes orthogona- 
les par des équations algébriques font l'objet d’une 
étude fondamentale en géométrie analytique. 

Ce sont des équations des formes suivantes : 


Az+By+C=0; (1) 
Ax? + Bry +-Cyÿ + Dr +Ey+F=0; (2) 
de Cry + Dyÿ + Ex + Fry + Gy+ Hz +ly+K=0; (3) 


2 0 0 9 0 + 0e 8 ee ee nm 0 0 ee " 
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A,B,C,D,EËE,F, etc., sont ici des constantes appelées coefficients 
des équations données. | _ 

L'équation (4) est. dite équation générale du premier degré (les 
valeurs numériques de ses coefficients peuvent être arbitraires, mais 
à condition que l’équation contienne véritablement des termes du 
premier degré; autrement dit, la valeur zéro pour À et B 
simultanément est exclue); l'équation (2} est dite équation générale 
du second degré (les valeurs numériques de sés coefficients peuvent 
être quelconques à condition que l'équation comprenne vraiment 
des termes du second degré, c'est-à-dire que le cas où À, Bet C 
sont simultanément nuls soit exclu); l'équation (3) est dite équation 
générale du troisième degré (les valeurs numériques de ses coeffi- 
cients peuvent être quelconques. à condition que les quatre coeffi- 
cients 4, B, C'et D ne soient jamais simultanément nuls). Les équa- 
tions du quatrième, cinquième degré, etc., ont une forme identique. 

Citons les équations non algébriques suivantes: 


-y—sinz—=0, 


y—logz—0, 
y—10*=0, 

40% — 5% 1,1 —0, 
DXL —2—y =0, 


Une courbe définie dans un système de coordonnées cartésiennes 
orthogonales par une équation algébrique de degré n est dite courbe 


algébrique d'ordre n. 


49. Théorème 8: Toute courbe définie dans un système de coordonnées 
cartésiennes orthogonales par une équation de degré n est définie dans tout antre 
système de telles coordonnées par une équation qui est également algébrique et 
de même degré nr. | | 

Démonstration. Soit une courbe définie dans un système de coor- 
données d’axes Oz et Oy par une équation algébrique de 7-ième degré. Lors du 
passage à un autre système de coordonnées d'axes O’x’, O'y’ les coordonnées de 
tous les points se transforment conformément aux formules 


æ=2" cos 0 F y’sina-+a, &) 
y=x sin a + y’ cos a +b 


avec un choix déterminé du signe des seconds termes des membres droits (voir 
remarque en fin du n°29). Pour obtenir l'équation de la même courbe en nouvelles. 
coordonnées, nous devrons remplacer les anciennes variables de son équation 
conformément aux formules (4). Le premier membre de cette équation est une 
somme de monômes qui sont chacun un produit de puissances entières non négati- 
ves des variables z et y prises avec un certain coefficient. Après substitution 
de x et y d’après les formules (4) et après avoir ouvert toutes les parenthèses 
nous obtenons dans le premier membre de l'équation que nous transformons une 
somme de nouveaux monêmes qui sont chacun un produit de puissances entières 
non négatives des nouvelles variables x’ et y’ prises avec un certain coefficient. 
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Nous voyons par conséquent. que le caractère algébrique de l’équation 
se conserve lors d'une telle transformation. | 

Nous devous démontrer à présent que Île degré reste également inchangé. C’est 
presque évident. En effet, comme les formules (4) sont du premier degré par rap- 
port à x’ et y’, après substitution à x et y de nouvelles variables d'après ces for- 
mules et après avoir ouvert toutes les parenthèses dans le premier membre de 
l'équation que nous transformons, nous ne pose voir apparaître aucun 
monôme dont le degré * par rapport aux nouve les variables x’ et y’ soit supé- 
rieur à n. 

Par conséquént, pour toute transformation de caractère indiqué d’une équa- 
tion algébrique son degré ne peut s'élever. Nous ignorons cependant d'avance si 
ce degré peut être moindre (les monômes de degré supérieur peuvent en effet 
s’annuler à la suite dé transformations que nous effectuons), Mais si lors du 
passage d'un système de coordonnées cartésiennes orthogonales à un autre système 
analogue le degré d'une équation algébrique quelconque baisse, il doit s'élever 
lors du passage du second au premier, ce qui est impossible comme nous venons 
de le voir. La démonstration du théorème est donc achevée. 

Le théorème que nous venons d'établir prouve que le caractère algébrique 
de l'équation et le degré de cette équation sont des propriétés qui caractérisent 
la courbe algébrique elle-même et ne sont pas liées au choix des axes de coordon-. 
nées, : 

La théorie générale des courbes algébriques est un sujet dont traitent des 
ouvrages spéciaux de géométrie analytique. Nous n’étudierons systématique- 
ment dans le présent ouvrage que les courbes du premier et du second degré. 

Les paragraphes suivants permettront d'établir que les courbes du premier 
degré sont des droites (et seulement des droites). 


. + On appelle degré d'un monôme la somme des exposants des variables 
qui le composent. | | 


CHAPITRE IV 


COURBES DU PREMIER DEGRÉ 


$ 16. COEFFICIENT ANGULAIRE 


50. Soient un système de coordonnées cartésiennes orthogonales 
et une droite. Désignons par « l'angle dont il faut tourner l’axe Ox 
pour l’orienter dans un des deux sens de la droite donnée, en l'affec- 
tant du signe plus ou moins suivant qu'il faudra le tourner dans 
le sens positif ou négatif. Nous appellerons «à l'angle de pente de la 
droite donnée par rapport à l'axe Ox. 


y 


(a) 
Fig. 85 


Si nous avons donné après rotation la même direction à l’axe Ox 
qu’à la droite donnée nous obtiendrons chaque fois après une rota- 
tion supplémentaire de -En, ou -H2x, ou +3n, etc., un des deux 
sens de la droite donnée. L’angle & peut donc avoir une multitude 
de valeurs se distinguant l'une de l'autre de -knx, n étant un nombre 
entier. On prend le plus souvent pour angle de pente de la droite par 
rapport à l'axe Ox la valeur positive minimum de l'angle a (fig. 35, a 
et b). Dans le cas où la droite est parallèle à l'axe Ox, on considère 
son angle de pente par rapport à l'axe Ox comme nul. 

Il est important de remarquer que, pour une droite donnée, 
toutes les valeurs de l’angle de pente par rapport à l’axe Ox ont 
la même tangente (car tg (a + nn) — tg à). 

91. On appelle la tangente de l'angle de pente d'une droite par 
rapport à l'axe Ox coefficient angulaire de cette droite. 
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En désignant le coefficient angulaire par la lettre À nous écrirons 
symboliquement ce que nous venons d'énoncer comme suit: 


k=tge. (1) 


En particulier, si « — 0, nous avons également # — 0, autrement 
dit, une droite parallèle à l’axe Ox a un coefficient angulaire nul. 
Lorsque &« — . , k = te « n'a plus de sens arithmétique (ne peut 
s'exprimer par aucun nombre). Autrement dit, toute droite perpendi- 
culaire à l’axe Ox ne possède pas de coefficient angulaire. On dit 


Fig. 36 


toutefois très souvent que si une droite est perpendiculaire à l'axe Ox 
son coeîficient angulaire « devient infini», en exprimant ainsi 
le fait que Æ — oo lorsque a. 

Le coefficient angulaire constitue la caractéristique essentielle 
de la direction d’une droite et est constamment utilisé en géométrie 
analytique et dans ses applications. 

52. Soit une droite quelconque. Limitons-nous à supposer qu'elle 
n’est pas perpendiculaire à l'axe Ox. Choisissons sur cette droite 
deux points quelconques M, (x; y:) et M: (x, : y2). L’angle polai- 
re 0 du segment M,M, est égal à l’angle de pente de la droite 
considérée par rapport à l’axe Ox et par conséquent, la tangente 
dé l'angle 6 est égale au coefficient angulaire de cette droite (fig. 36). 


D'où nous trouvons, en nous appuyant en outre sur la formu- 
le (6), n° 19: 


k ee Yo — V1 (2) 


To —%T: 


(il est également facile de trouver cette relation en se rapportant 
à la fig. 36). La formule (2) exprime le coefficient angulaire d'une 
droite d'après deux de ses points. 
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$& 17. ÉQUATION D'UNE DROITE D'APRÈS. 
SON COËFFICIE NT ANGULAIRE | 


53. Soit une droite quelconque; comme précédemment, suppo- 
sons qu'elle ne soit pas perpendiculaire à à l'axe Or. Déduisons l'équa- 
tion de la droite donnée, en considérant comme connus son coefficient 
angulaire k et la grandeur b du segment orienté OB qu'elle découpe 
sur l'axe Oy (voir fig. 37). 

Désignons. par M le point variable, par x, y ses coordonnées 
(autrement dit, les coordonnées courantes) et prenons de plus en con- 
sidération le point B (0, b) où la droite donnée coupe l'axe Oy. 


Fig. 38 


Calculons le deuxième membre de l'égalité (2), n° 52, en prenant pour 
point M, le point B et pour point #, le point M. Si le point M se 
trouve sur la droite donnée, nous obtiendrons à la fin de notre calcul 
Je coefficient angulaire de _. droite, c’est-à-dire 


et si par contre Île point n’est pas situé sur la droite, cette égalité 
ne sera pas respectée. Par conséquent, l'égalité (3) est l'é q u a - 
tion de la droite donnée (qu'il est facile également 
d'obtenir par examen direct du dessin 37, en tenant compte que 
k — tg «). Après suppression du dénominateur et en faisant passer b 
dans le second membre de l'équation, nous obtenons 


y= kx + b. (4) 
54. Ainsi donc, toute droite non perpendiculaire à l'axe Ox peut 
être déterminée par une équation de forme (4). 


Réciproquement, ioute équation de forme (4) détermine une droite 
de coefficient angulaire k et découpe sur l'axe Oy un segment de 
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grandeur b. En effet, si l'équation y — kx + b est donnée, il est 
toujours possible, quels que soient les nombres # et b, de construire 
une droite possédant le coefficient angulaire Æ et découpant sur 


l'axe Oy un segment OP de grandeur b donnée ; maïs alors, comme 
il a été dit précédemment, la droite construite sera justement 
déterminée par l'équation donnée. On appelle une équation de for- 
me (4) équation d’une droite avec coefficient angulaire. 


Exe mp le. Construire la droite déterminée par l'équation 
3 


Solution. Prenons sur l'axe Oy un segment OB = 2 (fig. 38). Par le 
point B traçons vers la « droite » parallèlement à Oz un segment BN = 4, 
puis par le point N « de bas en haut » parallèlement à l'axe Oy, un segment 
NM = 3. Ceci fait, joignons les points B et M et nous obtiendrons la droite 
cherchée (elle découpe ‘sur l'axe Oy un segment b = 2 et l’angle qu'elle fait 
avec l'axe Or a une tangente égale à 3/;,). 


55, La fonction | 
y=kx+0b 


est dite linéaire. En vertu de ce que nous venons d’exposer, nous 
pouvons énoncer que la représentation graphique d'une fonction 
linéaire est une ligne droite. 
Pour b — 0 nous avons: 
y=kx. (5) 


- Les variables x et y liées par une telle relation snnt dites propor- 
tionnelles, le nombre # étant appelé coefficient de proportionnalité. 
Il découle avec évidence de l'exposé précédent que {a représentation 
graphique de la fonction y — kx est une droite passant par l'origine 
des coordonnées et dont le coefficient angulaire est k. 

56. Il est souvent nécessaire d'établir l'équation 
d'une droite connaissant un de ses points 
Mi (ti; y) et son coefficient angulaire... L'équa- 
tion cherchée découle directement de la formule (2), n° 52. En effet, 
soient M le point variable, z et y ses coordonnées. Si M est situé 
sur la droité qui passe par le point MW, et dont le coefficient angulaire 
est k, il vient, en vertu de la formule (2), n°.52, 

y — y: : 

L (6) 
si par contre le. point M n'est pas situé sur la droite en question, 
l'égalité (6) n’est pas vérifiée. Par conséquent, l'égalité (6) est pré- 
cisément l'équation cherchée. On lui donne habituellement l'aspect 
suivant : 


y—y—k(z—x). (7) 
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Remarque. Si nous prenons pour point M, (2x1; y) le point 
B (0; b), l'équation (7) prend la forme (4). | 

57. En appliquant la relation (7) il est facile de résoudre le pro- 
blème suivant: établir l'équation de la droite 
passant par les deux points Mimi; y) et 
M2 (&2; Yo). | L 

Appliquant la formule (2), n° 52, nous trouvons le coefficient 
angulaire de la droite 


__ Ya — Yi 
Lee ? 
2 1 


après quoi, en vertu de (7), nous obtenons l'équation cherchée 


Y— Yi — — 


1 es 
es, (z— x). 


On écrit habituellement cette équation comme suit 


z—T _ 
a LL LR (8) 
Zo— T1  Y2—ÿ: 
Exemple. Etablir l'équation de la droite passant par les pints 
M G;t)et M2(5; 4). 
Solution. En substituant les nombres donnés aux lettres correspondan- 
tes dans (8) nous avons 
T—3 _y—1 
OR 
ou encore 3z — 2y — 7 = (0. 


& 18. CALCUL DE L'ANGLE DE DEUX DROITES. 
CONDITIONS DE PARALLÉLISME. ET DE PERPENDICULARITÉ 
DE DEUX DROÎITES | 


58. Un des problèmes classiques de la géométrie analytique est 
le calcul de l'angle formé par deux droites. Nous allons déduire ici 
une formule permettant de calculer l'angle formé par deux droites 
dont on connaît les coefficients angulaires (étant entendu qu'aucune 
d’elles n’est perpendiculaire à l'axe Or). 

Considérons deux droites ; appelons l’une d'elles (prise au hasard), 
la première, l’autre la deuxième (fig. 39). Désignons respectivement 
par #, et k, les coefficients angulaires de ces droites, par @ l'angle 
de la deuxième droite par rapport à la première, c'est-à-dire l'angle 
dont il faut faire tourner la première droite pour lui donner la direction 
de la seconde. Nous assignerons à œ le signe plus ou moins suivant 
que la rotation devra s'effectuer dans le sens positif ou négatif. 
Parlant de l'angle entre deux droites, nous aurons en vue l'angle ®. 

Soit &; l'angle d’inclinaison de la première droite par rapport 
à l’axe Ox. En faisant tourner l’axe Ox d’un angle &, nous lui don- 
nerons un des sens de la première droite. En le faisant ensuite tourner 
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encore d’un angle @, nous lui donnerons un des sens de la deuxième 
droite. Par conséquent, en ajoutant l’angle œ à l’angle «; nous obte- 
nons l’angle d’inclinaison de la deuxième droite par rapport 
à l'axe Or. Désignons cet angle par &. Conformément à ce qui vient 
d'être dit, nous avons œ + p = @2, soit @ = &2 — Gui. 
Il vient 
tg D = tg (Go — cu) — LE pig oi 


1Ltgatga 
Maistgou =, tga—k2 Par conséquent, 
__ k2— ki 
BP=LEER (1) 


C'est précisément la formule que nous voulions obtenir. 


Fig. 39 


Au cas où pm = 7, la tangente de l'angle perd tout sens arithmé- 


tique (« devient infinie »}; dans ce cas (et seulement dans ce cas) 
le dénominateur du second membre de la formule (1) est égal à zéro. 
Exemple. Soient deux droites y — 22 +2, y = TT + 3. 
Déterminer l'angle formé par ces deux droites. 
Solution. En utilisant la formule (1) nous obtenons 


Le (-7) __21+4 


Par conséquent, un des angles formés par les deux droites est un angle de 45°. 


99. Lors de la solution de différents problèmes de géométrie 
analytique il est souvent important de déterminer, connaissant 
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les équations de deux droites, si elles sont parallèles ou perpendi- 
culaires. | 

Cette. question se résout très simplement. 

Soient k, et k, les coefficients angulaires de deux droites. Dési- 
gnons par &, et & les angles que ces droites. forment avec l'axe Ox. 
Il est évident que ces droites ne seront parallèles entre elles que 
si leurs inclinaisons respectives sur l'axe Ox sont égales, autrement 
dit lorsque tg & — tg a. Mais tg oi — k, et tg ae — k2. Nous 
en déduisons que deux droites sont parallèles si et seulement si leurs 
coefficients angulaires sont égaux : 


Ko = ka. : 
Les deux droites sont perpendiculaires si et seulement si l'angle q 
qu’elles forment est égal à =, autrement dit. lorsque tg o n’a.pas 


de sens arithmétique ; dans ce cas, le dénominateur du membre droit 
de la formule (1) devient nul et nous avons 4 + k,k2 — 0. Par consé- 
quent, deux droites sont perpendiculaires si et seulement si la relation 


kiko —= —— 1 
est vraie. | 
On écrit habituellement cette dernière relation comme suit: 
4 
k= (2) 


et l'on énonce la condition de perpendicularité de deux droites de 
la façon suivante: les coefficients angulaires de deux droites perpendi- 
culaires sont inverses en valeur absolue et de signes contraires. 
Utilisant les critères que nous venons de déterminer, il devient 
possible d'établir immédiatement que, par exemple, les droites 


y = _ x +A, y — £ z + 5 sont parallèles, et que les droites 


4 


Exemple. Déterminer la projection du point P (4 ; 9) sur la droite pas- 
sant par les points 4 (3 ; 1} et B(5 ; 2). 

Solution. Nous trouverons le point cherché en résolvant le système 
formé par les équations de la droite AB et de la perpendiculaire abaissée du 
point P sur la droite AB. 

Etablissons tout d'abord l'équation de la droite AB. En vertu de la rela- 
tion (8) du n° 57, on aura 


js pEe y = — _ z + 3 sont perpendiculaires entre elles. 


z—3 _y—1 
D "4." 
soit 

_ Î | 

are 


Pour établir l'équation de la perpendiculaire abaissée du point P sur 
la droite AB, écrivons tout d'abord l'équation d'une droite quelconque pas- 
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sant par le point P. En vertu de ja relation (7), n° 56, nous avons : 
y—9=k (x—4), (*) 


où k est un coefficient angulaire encore indéterminé. La droite que nous cher- 
chons doit être perpendiculaire à AB. Son coefficient angulaire doit par consé- 
quent satisfaire à la condition de perpendicularité avec la droite AB. Etant 


donné que le coefficient angulaire de la droite AB est égal à 5 , nous trouvons en 


vertu de la formule (2) &— —2. En remplaçant # par —2 dans l'équation (*), 
nous obtenons : 


y—9= —2(x—4) où y= —2r+17. 
En résolvant le système 


WT 2 ? 


nous trouvons les coordonnées de la projection cherchée 
z—=7, y—=3. 


$ 19. LA DROITE EN TANT QUE COURBE DU PREMIER DEGRÉ. 
ÉQUATION GÉNÉRALE DE LA DROITE 


60. Nous allons démontrer ici un théorème ayant une importance 
fondamentale. | 
Théorème 9. Dans un système de coordonnées cartésiennes 
toute droite est déterminée par une équation du premier degré, et réci- 
proquement toute équation du premier degré détermine une droite. 


Fig. 40 


Démonstration. Prouvons tout d'abord la première 
partie du théorème. Soit une droite quelconque. Si cette droite n’est 
pas perpendiculaire à l’axe Oz, en vertu du n° 53 elle est déterminée 
par une équation de la formée y — kx + b, autrement dit par une 
équation du premier degré. 

Si la droite est perpendiculaire à l’axe Or, les abscisses de tous 
ses points sont égales à la grandeur du segment déterminé par l’in- 
tersection de la droite avec l’axe Ox (fig. 40). Par conséquent, si 
nous désignons par a la grandeur de ce segment, nous obtenons l'équa- 
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tion de la droite sous la forme x — a, ce qui est également une équa- 
tion du premier degré. 

Ainsi donc, dans un système de coordonnées cartésiennes toute 
droite est déterminée par une équation du premier degré, ce qui 
démontre la première partie du théorème. 

Démontrons à présent la réciproque. Soit une équation du 
premier degré 

Az By+C=0, (1) 


les valeurs numériques de À, B et C étant quelconques. 
Si B-Æ0, on peut écrire cette équation sous la forme suivante 


A C 
ÿ = ETF . 


En désignant — £ par #, — £ par b, nous aurons y — kx + b. 


Or, en vertu du n° 53, cette équation détermine une droite de coeffi- 
cient angulaire # dont l'intersection avec l'axe Oy détermine un 
segment de grandeur &. 
Si B —0, nous avons À -Z 0 et l’on pourra mettre l'équation (1) 
sous Ia forme 
TL = 7: ‘ 
En désignant — < par a nous avons x — 4, qui est l'équation 


d’une droite Sorsendieulairert à l’axe Ox. Nous voyons donc que toute 
équation du premier degré détermine une droite, ce qui achève 
la démonstration de notre théorème. 

Les courbes déterminées par une équation du premier degré dans 
un système de coordonnées cartésiennes sont appelées, comme nous 
le savons, courbes du premier degré (v. n° 48). Usant de cette termino- 
Jogie, nous pouvons exprimer le résultat que nous venons d'établir 
comme suit: éoute droite est une courbe du premier degré; toute cour- 
be du premier degré est une droite. 

61. Une équation de la forme AÀx + By + C — 0 est appelée 
équation générale de la droite (en tant qu’équation générale du pre- 
mier degré). Les différentes valeurs numériques de 4, B, C permet- 
tent à cette équation de déterminer toutes les droites sans exception. 


$ 20. ÉQUATION INCOMPLÈTE DU PREMIER DEGRÉ. 
ÉQUATION DE LA DROITE 
EN FONCTION DES COORDONNÉES À L'ORIGINE 


62. Examinons trois cas particuliers où l’équation du premier 
degré est incomplète. 

4) C — 0; l'équation prend la forme Ax + By — O0 et détermine 
une droile passant par l'origine des coordonnées. 
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En effet, les nombres z — O0 et y — 0 satisfont à l'équation 
Az + By — 0. Par conséquent, l’origine des coordonnées appartient 
à la droite. 

2) B—0 (4 0); l'équation prend là forme Ax + C = 0 et 
détermine une droite parallèle à l'axe Oy. 

Nous avons déjà examiné ce cas pendant la démonstration du 
théorème 9, n° 60. Nous avons montré alors que l'équation Az + 
+ C — O0 se réduit à la forme 


T= 4, 
OÙ 4 = — 2. Une telle équation détermine une droite perpendicu- 


laire à l’axe Ox car, conformément à cette équation, tous les points 
de Ja droite ont des abscisses égales (x = 4) et sont par conséquent 


y 


Fig. 41 


équidistants de l’axe Oy (« à droite » de l’origine des coordonnées 
si a est positif, « à gauche » si a est négatif); a est la grandeur du 
segment de l'axe Ox déterminé par la droite (en comptant à partir 
de l'origine des coordonnées; voir fig. 40). 

En particulier, si a = 0, la droite se confond avec l'axe Oy. Par 
conséquent, l'équation 


x —=0 
détermine l'axe des ordonnées. | 
3) À =0 (BÆ 0); l'équation prend la forme By + C = 90 et 


détermine une droite parallèle à l'axe Onx. 
Cela s'établit comme dans le cas précédent. Bornons-nous 


à constater que si nous posons — _ — b, l'équation By + C =U 


prend la forme 

y=b; 
le nombre b est le « niveau de.position » commun à tous les points 
de la droite (fig. 41) et en même temps la grandeur du segment déter- 
miné par la droite sur l’axe Oy (en comptant à partir de l’origine 
des coordonnées). 


5—577 
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En particulier, si b — 0, la droite est confondue avec l'axe Or. 
Par conséquent, l'équation 
y=Ù 
détermine l'axe des abscisses. 
63. Soit à présent l'équation 


Axz+By+C—=0 


où aucun des coefficients À, B, C n'est nul. Cette équation peut 
être ramenée à une certaine forme spéciale, qui présente des com- 
modités pour la solution de certains problèmes de géométrie ana- 
lytique. 


y 


G=-9 


Fig. 42 Fig. 43 


Reportons le terme constant C dans le deuxième membre de 
l'équation; il vient 
| Az+ By = —€C. 


Divisons ensuite les deux parties de l’équation par —€C. Nous 
avons 


Az By 
ot 0 
ou encore 
x y 
Lote 
À BP 
En posant 
D D 
TA"  B° 
nous obtenons 
Æ | ÿ 


C'est Ià précisément la forme spéciale d'équation que nous vou- 
lions obtenir. 

Ce qui est essentiel c'est que a et b ont un sens géométrique très 
simple, «a et b sont les coordonnées de {a droite à l’origine (fig. 42). 
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Pour s’en convaincre, trouvons les points d'intersection de la droite 
avec les axes de coordonnées. Le point d'intersection de la droite 
avec l'axe Oz se trouve en résolvant le système formé par les équa- 
tions de la droite donnée et de l’axe Ox 


“ES ERS DR 
atsi | 
y—=0. ) 


D'où x = a, y — 0. Nous voyons donc que la grandeur du segment 
déterminé sur l’axe Ox par l'intersection avec la droite est bien 
égale à a. On établit d’une manière analogue que la grandeur du 
segment déterminé par la droite sur l'axe Oy est égale à 6. 

Habituellement on appelle une équation de forme (1) équation. 
d'une droite en fonction des coordonnées à l’origine. Il est commode 
d’user de cette forme, notamment pour la représentation graphique 
de la droite. 


Exemple. Soit la droite 
St — 5y +15 —0, 
Trouver l'équation de cette droite en fonction des coordonnées à l’origine 
et construire cette droite. 


Solution. Pour la droite donnée l'équation en fonction des coordon- 
nées à l’origine est 


Rov 
—573 
Nous obtiendrons cette droite sur le graphique eu prenant sur les axes de 
coordonnées Oz et Oy des segments dont la grandeur sera respectivement a = —5 


et b = 3 et en joignant les extrémités de ces segments (fig. 43). 


$ 21. DISCUSSION DU SYSTÈME FORMÉ PAR LES ÉQUATIONS 
DE DEUX DROITES 


64. Soit un système de deux équations du premier degré: 
Ait + Biy+ Ci =0, | (1) 
A9 + B2y + Co = 0. 


Chacune des équations (1) détermine une droite. Chaque solution 
du système détermine un point commun à ces droites: 
Nous ferons la discussion du système (1) en donnant aux résultats 
obtenus une interprétation géométrique. 
Supposons que << Æ Fe. Dans ce casle déterminant du système 
Ag 2 
est différent de zéro: 


À, B: 


£ 0. 
A2 B2. 
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Le système ne possède donc qu'une seule solution *. Par suite 
les droites déterminées par les équations du système ne se coupent 
qu'en un seul point; il en découle que ces droites sont distinctes et 
non parallèles. On trouve les coordonnées du point d’intersection 
à partir des équations (1) à l'aide des formules: 


—Ci B; Ai —C; 
7 | Cle Ay. — C2 
TA 5 |” Aj7 P; 
A2 Be Az Bo 
ou encore 
Bi Ci C1 À; 
_|B2 Co __[Cz As ) 
2-4 ml V—=|4 2, (£) 
A2 Ba A> Ba 
« Le A; PB: 
Supposons à présent que A D: Nous avons alors deux cas 
2 
possibles : 
| Ai Ba y, Ca Ai _ Bi Ci 
soit que 4 ee CG? soit que 4 Tps Ce j 
Voyons d’abord le premier cas. Désignons chacun des rapports 
égaux 2 et _. par la lettre g; nous aurons alors À; — A:q, B;1 — 
2 2 


= B:q, C1 C2. Multiplions la deuxième des équations (1) par 
q et retranchons la relation ainsi obtenue de la première équation ; 
nous obtenons C1 — C2g — 0. Cette relation est en contradiction 
avec la relation déjà établie C1 -£ C2qg. Or, elle résulte du systè- 
me (1); par conséquent, les équations du système (1) ne peuvent 
pour aucune valeur numérique de x et y être simultanément des 
égalités vraies, autrement dit le système (1) ne possède pas de solu- 
tion. Les équations (1) déterminent des droites n'ayant pas de point 
commun, c'est-à-dire des droites parallèles. | 


* 


Voyons à présent la deuxième possibilité: 


Considérant chacun de ces rapports comme égal à q, nous trou- 
vons A1 = À2q, Bi = B:q, C1 = C2q. Par conséquent, en multi- 
pliant le premier membre de la deuxième équation par un certain 
nombre g nous obtiendrons le premier membre de la première équa- 
tion. Les deux équations sont donc équivalentes. Par conséquent, 
les deux équations (1) déterminent une seule et même droite. 


* Voir Appendice, n° 2. 
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Exemples: 1) Les droites L 
| 3t+4y—1—=0, 
2x + 3y—1—=0 


se coupent car £ = = . Les coordonnées du point d'intersection sont 
z=—1, y= +1, 
2) Les droites 


2x + 3y +1 —0, 
4x + 6y+3—=0 
sont parallèles, car + — 2 #T . (Le système d'équations donné est, 


de toute évidence, un système d'équations incompatibles, car en multipliant la 
première par 2 et en retranchant de la deuxième nous obtenons une égalité 
contradictoire 1 = 0.) 

3) Les droites 


2+y+1=0, 
2x + 2y +2—=0 


se confondent car Îles équations sont équivalentes. 


Remarque: On appelle la relation A = condition de 
D 


parallélisme des deux droites 
Ait + Biy+C, —=0 et At + Boy + Co =0 


bien que, comme nous l'avons vu, ces conditions étant remplies, 
les droites puissent être soit parallèles, soit confon- 


dues. Il convient donc, en énonçant que la relation A = Ps est 


la condition de parallélisme de deux droites, d'indiquer de plus 
que le cas où les droites sont confondues sera considéré comme un 
cas particulier (limite) de parallélisme. 

65. Nous déduisons directement de ce qui vient d'être exposé 
un corollaire que nous utiliserons par la suite. 

Deux équations 


déterminent une seule et même droite si et seulement si leurs coef- 
ficients sont proportionnels, c’est-à-dire si 


Cette proposition sera utilisée par la suite. 
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$ 22. ÉQUATION NORMALE DE LA DROITE. 
CALCUL DE LA DISTANCE D'UN POINT À UNE DROITE 


66. Nous allons examiner à présent un procédé spécial de nota- 
tion de l’équation de la droite, appelé équation normale 
de la droite. 

Soit une droite quelconque. Traçons une droite n passant par 
l'origine des coordonnées et perpendiculaire à la droite donnée. 
Nous appellerons cette droite x normale et nous désignerons par la 
lettre P son point d'intersection avec la droite donnée (fig. 44). 


Fig. 44 Fig. 45 


Prenons pour sens positif de la normale la direction de © vers P 
(si le point P est confondu avec le point O, autrement dit si la droite 
donnée passe par l’origine des coordonnées, nous choisirons ce sens 
arbitrairement). Ainsi donc, la normale est un axe. 

Désignons par & l’angle entre l'axe Ox et la normale orientée, 
et par p la longueur du segment OP. 

Nous considérons l'angle &« comme en trigonométrie et nous 
l'appellerons angle polaire de la normale. | 

Nous allons déduire à présent l'équation de la droite donnée 
en considérant les nombres & et p comme connus. Nous choisirons 
à cet effet sur la droite donnée un point quelconque M dont nous 
désignerons les coordonnées par x et y. Il est évident que la projec- 
tion du segment OM sur la normale est égale à OP. Comme le sens 
positif de la normale coïncide avec l’orientation du segment OP, 
la grandeur de ce segment s'exprime par un nombre positif, plus 
précisément par p: 

Proj, OM — p. (1) 


Exprimons à présent la projection du segment OM sur Ia normale 
à l’aide des coordonnées du point M. A cet effet, nous désignerons 
par @ l'angle d'inclinaison du segment OM par rapport à la normale, 


$ 22] Equation normale de la droite 71 


par 6, 6 Les coordonnées polaires du point M. En vertu du n° 20 
nous avons: 

Proj, OM = p cos q -- p cos (a — 8) = p (cos & cos 8 + 
+ sin & sin 8) = (p cos 6) cos & -+ (p sin 6) sin « — x cos a + 
+ y sin &. Par conséquent, 

Proj, OM = x cos à + ysin «. (2) 

Il découle des égalités (1) et (2) que æcosa+ysina—p ou 
encore. | 

zcosa+ysina—p—0. (3) 

C’est précisément l'équation de la droite donnée (à laquelle 
satisiont, comme nous voyons, les coordonnéés zx, y de chaque 
point M appartenant à la droite donnée; si par contre un point M 
n'appartient pas à là droite donnée ses coordonnées ne satisfont pas 
à l'équation (3), car dans ce cas Proj, OM = p). 

L'équation de la droite de forme (3) est dite normale. Dans cette 
équation «à désigne l'angle polaire de la normale, p la distance de 
l'origine des coordonnées à la droite. 

67. Soit une droite quelconque. Construisons sa normale n 
(en choisissant le sens positif comme indiqué au n° 66). Soit, de plus, 
M* un point quelconque du plan et d sa distance à la droite donnée 
(fig. 45). 

Nous convenons d'appeler écart du point M* de la droite don- 
née le nombre +-d si M* est situé du côté de la droite qui se trouve 
dans le sens positif de la normale et —-d si M* se trouve de l’autre 
côté de la droite donnée. Nous désignerons l'écart du point par rap- 
port à la droite par Ô; par conséquent, ô — +d. Il est utile de remar- 
quer que Ô — +d lorsque l’origine des coordonnées et le point M* 
sont situés de part et d’autre de la droite et que Ô — —d4 lorsque 
l'origine des coordonnées et le point M* se trouvent du même côté 
de là droite (pour les points appartenant à la droite 6 — 0). 

Un des problèmes classiques de la géométrie analytique est le 
calcul de l'écart d’un point par rapport à une droite. Ce problème 
est résolu grâce au théorème suivant. 

Théorème 10. Si les coordonnées d'un point M* sont x* 
et y* et si la droite est déterminée par l'équation normale 


xcoSs&+ysina—p=0, 


l'écart de ce point M* par rapport à la droite indiquée est fourni 
par la formule | 
Ô = x* cos à + y* sin &œ — p. (4) 
Démonstration. Projetons le point A* sur la normale; 
soit Q sa projection (fig. 45). Nous avons: 


8— PQ —0Q—OP, 
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où PQ, 0Q et OP sont les grandeurs des segments orientés PQ, 


OQ et OP, disposés sur la normale. Mais 0Q — Prof OM*, OP =p; 
par conséquent, 


ô= Proj, OM* — p. (5) 


En vertu de la formule (2), n°66, appliquée au point Æ*, nous 
aVONS : 


Proj, OM* = x* cos a + y* sin &. (0) 
Des égalités (5) et (6) nous déduisons: 
Ô—z*cosa+y*sina— p. 


Ce qu'il fallait démontrer. 

Remarquons à à présent que x* côs & + y* sin « — p n'est rien 
d'autre que le premier membre de l'équation normale de la droite 
donnée où les coordonnées variables sont remplacées par les coordon- 
nées du point M*. Nous obtenons dorc la règle suivante. 

Pour trouver l'écart d'un point quelconque M* par rapport à une 

droite, il suffit de remplacer dans le premier membre de l'équation 
normale de cette droite les coordonnées variables par les coordonnées 
du point MY. Le nombre obtenu sera égal à l'écart. 
_ Remarque. La distance d'un point à une droite est égale 
au module {à la valeur absolue) de l'écart de ce point: d — | à |. 
Par conséquent, pour calculer la distance d'un point à une droite 
il suffit de calculer l’écart en appliquant la règle que nous venons 
d'indiquer et de prendre ensuite le module de cet écart. 

68. Nous venons de voir que le problème qui consiste à calculer 
l'écart d’un point par rapport à une droite se résout facilement 
si la droite est déterminée par une équation normale. Montrons 
maintenant comment réduire l'équation générale à la forme normale. 
Soit | 


Az+ By+C=0 (7) 
l'équation générale d’une droite quelconque, et 
xcosæ+ysina—p—0 (3) 


son équation normale. 

Etant donné que les équations (7) et (3) déterminent une seule 
et même droite, en vertu du n° 65 les coefficients de ces droites sont 
proportionnels. Cela signifie qu'en multipliant tous les termes de 
l'équation (7) par un certain facteur u nous obtiendrons l’équation 


bAz+ By +uC =0, 
qui coïncide avec l'équation (3), autrement dit nous aurons: 
uA=cosa, uB=sina, pC= —p. (8) 
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Pour trouver le facteur u, élevons au carré les deux premières 
égalités. Leur somme sera 
u? (42 + B?) =: cos? à + sin? & — 1. 
D'où il vient 
+ 


VAR ” 


Le nombre u qui permet de donner la forme normale à l'équation 
générale par multiplication est appelé facteur normalisant de cette 
équation. Le facteur normalisant est déterminé par la formule (9) 
à son signe près. 

Pour déterminer le signe du facteur normalisant appliquons la 
troisième égalité (8). Conformément à cette égalité, uC est un nom- 
bre négatif. Par conséquent, le signe du facteur normalisant est 
contraire au signe du terme constant de l'équation normalisée. 

Remarque. Si C = 0, le signe du facteur normalisant peut 
être choisi arbitrairement. 


U = 


Exemple. Soient la droite 3r — &y + 10 — 0 et le point M (4; 3). 
Trouver l'écart du point M par rapport à la droite donnée. | 
Solution. Pour cite uer la règle donnée au n°67, il faut avant tout 
réduire l'équation donnée à la forme normale. 
Trouvons à cet effet le facteur normalisant 
EE 
VAE 5 
En multipliant l'équation donnée par u nous obtiendrons l'équation nor- 
male cherchée 


—+ (3x — 4y + 10) = 0. 


En remplaçant dans le premier membre de l'équation les variables par les 
coordonnées du point 4, nous avons 


8 + (3-4—4.3410)= —2. 


Donc, le point Æ a un écart négatif par rapport à la droite donnée et sa 
distance à fa droite est d—2, 


$ 23. ÉQUATION D'UN FAISCEAU DE DROITES 


69. L'ensemble de toutes les droites d'un plan passant par un 
point quelconque S$ (x, ; y,) est appelé faisceau de droites de centre S. 
Il est souvent nécessaire en géométrie analytique de trouver 
l'équation d’une droite du faisceau connaissant les équations de deux 
des droites appartenant à ce faisceau, à condition que l'orientation 
de cette droite soit décrite d’une façon ou d’une autre. On peut 
résoudre les problèmes de ce genre en utilisant par exemple l’équa- 
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tion (7), n° 56: y — y; — k (x — x,) où il convient de prendre pour 
T1, Ya les coordonnées x,, y, du centre du faisceau (le coefficient 
angulaire k est déterminé suivant la facon dont est donnée l’orienta- 
tion de la droite cherchée). II est cependant nécessaire pour cela de 
calculer au préalable les coordonnées x,, y, du centre du faisceau. 

L’énoncé suivant permet d'éviter le calcul des coordonnées x, Yo. 

Sè Aux + By + Ci = 0, Aot + Boy + Ca — 0 sont les équa- 
tions de deux droites dont le point d'intersection est S, à et P deux 
nombres quelconques, non nuls simultanément, alors 


a (417 + Biy + Ci) +8 (427 + Bay + C2) = 0 (1) 


sera l'équation de la droite passant par le point S. 
Démonstration. Etablissons tout d’abord que la relation 
(1) est bien une équation. A cet effet transcrivons-la comme suit 


(a Ai + BA) & + (aB1 + BB2) y + (a: + BC2) = 0 (2) 


et prouvons que les grandeurs «4; + 64: et aB;, + PB: ne peuvent 
être nulles simultanément. Supposons le contraire, c'est-à-dire que 


GA + BA: = 0 et Bi + BB: — 0; mais alors F— = et 
= — £. . Comme les nombres & et ff ne sont pas simultanément 
2 


nuls, le ob _ ne peut pas être indéterminé; c'est pourquoi 


la proportion suivante D découle des égalités précédentes. 
Toutefois les coefficients A,, B, ne peuvent pas être proportionnels 
aux coefficients A», B2 étant donné que les droites indiquées se 
coupent (v. n° 64). Par conséquent, ce que nous avons supposé est 
impossible. Ainsi donc, «A, + BA: et aB, + PB: ne peuvent 
s’annuler simultanément, et l'égalité (2) est bien une équation 
(d'inconnues y et x). Nous voyons de plus directement que c’est 
une équation du premier degré qui détermine par conséquent une 
droite. Il nous reste à démontrer que cette droite passe par le point 
S. Soient xs, yo Les coordonnées du point $. Etant donné que chacune 
des droites données passe par le point S, Aixo + Biyo + C1 = Ÿ 
et A 2% | BY + Co — 0 d’où il vient 


œ (A0 + Bay + Ci) + B (420 + Boyo + Co) = 0. 


Nous voyons que les coordonnées du point $S satisfont à l’équa- 
tion (1), et que par conséquent la droite déterminée par l'équation 
(1) passe par le point S ce qui démontre notre proposition. 

Par conséquent, pour toutes Les valeurs de « et 6 non nulles simul- 
tanément, une équation de forme (1) détermine des droites du fais- 
ceau ayant son centre en . 
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Nous allons démontrer maintenant que dans une équation (1) 
on peut toujours choisir les nombres a et B de façon à ce que l'équation 
rende compte de n'importe quelle droite (fixée à l'avance) du faisceau 
ayant son centre en S. Etant donné que toute droite du faisceau ayant 
son centre en S est déterminée, en plus du point S, par un autre 
de ses points, il suffit, pour prouver ce qui vient d'être énoncé, 
d'établir qu'il est toujours possible de choisir dans l'équation (1) 
les nombres «& et B de façon que la droite qu'ils déterminent passe 
par un certain point fixé d'avance M (z* ; y*). Or, c’est évident ; 
en effet, la droite déterminée par l'équation (4) passera par le 
point M * si les coordonnées du point M* satisfont à cette équation, 
autrement dit si 


a (Aix + Biy* + Ci) + P(Aor* + Boy* + Co) = 0. (3) 


Considérons que le point M* ne coïncide pas avec le point S 
(c'est le seul cas qui nous intéresse). Alors un au moins des deux 
nombres 


Ant + Bay + Ca, Aoz* + Boy + Co 


n’est pas nul, et par conséquent, l'égalité (3) n’est pas une identité, 
mais bien une équation du premier degré à deux inconnues « et f; 
pour trouver les inconnues & et B, il faut attribuer à l’une d'elles 
une valeur numérique quelconque et calculer l’autre à partir de 
cette équation ; par exemple, si Aoz* + Boy* + C2: 7 Ô on peut 
attribuer à & une valeur arbitraire (différente de zéro) et détermi- 
ner f de l'égalité 
i= __ AyrŸ + Biy* + C; 
7 Agr* + Boy + Co 
Ainsi donc l'équation (1) permet de déterminer une droite pas- 
sant par un point quelconque fixé à l'avance du plan et, par suite, 
n'importe quelle droite du faisceau ayant S pour centre. C’est pour- 
quoi on appelle une équation de forme (t) équation d'un faisceau 
de droites (ayant S pour centre). 


Si « 5 0, en posant — = À nous obtiendrons à partir de l’équa- 
tion (1): 
Ait + Bay + Ca + À (Aat + Boy + C2) = 0. (4) 


Pratiquement l’équation du faisceau de droites est plus souvent 
utilisée sous cette forme que sous la forme (1). El est toutefois néces- 
saire de remarquer qu'étant donné .que le cas où & = 0 est exclu 
lors du passage de l'équation (1) à l'équation (4), l'équation (4) 
ne permet pas de déterminer la droite A4ox + Boy + Co — 0; 
en d'autres termes, les équations de forme (4) déterminent pour les 
divers À toutes les droites du faisceau à l'exception d’une (de Ia 
deuxième des deux droites données). 
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Exemple. Soient deux droites 2x + 3y — 5 = 0, 7x + 15y + 1 — 0 
et S$ leur point d'intersection. Etablir l'équation de la droite passant par le 
point $ et perpendiculaire à la droite 12x — 5y — 1 = 0. 

Solution. Vérifions tout d'abord l'énoncé du problème. Les deux droi- 
tes ont bien un point commun et un seul car ee ce Ecrivons ensuite l’équa- 


7 ‘ 45 
tion du faisceau de droites ayant son centre en S': 


2x + 3y—5+ À (7x + 15y +1) —0. (5) 
Pour isoler de ce faisceau la droite que nous cherchons, calculons À en nous 
appuyant sur la condition de perpendicularité de cette droite et de la droite 
12 — 5y — 1 —0. | 
Représentons l'équation (5) sous la forme 


(2+7à) z+ (+154) y F(—5+2)=0, (6) 
et nous trouvons le coefficient angulaire de la droite demandée : 
PS 2+7X 
34154 
La droite donnée a un coefficient angulaire 
12 
ki= : 
Suivant la condition de perpendicularité k— _— , C'est-à-dire 
LE 
RC LR] 
34454 12 
D'où À — —1. En substituant À— —1 dans l'équation (6), nous trouvons 
— 5x--12y—6—0, c'est-à-dire 
9x + 12y + 6 — 0. 


Le problème est résolu. 


CHAPITRE V 


PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES DES COURBES 
DU SECOND DEGRÉ 


Nous étudierons dans ce chapitre trois courbes du second degré : 
l'ellipse, l'hyperbole et la parabole. Ce chapitre 
a pour but de faire connaître au lecteur les principales propriétés 
géométriques de ces courbes. 


$ 24. L'ELLIPSE. DÉFINITION DE L'ELLIPSE ET ÉTABLISSEMENT 
DE SON ÉQUATION CANONIQUE 


70. On appelle ellipse le lieu géométrique des points dont la somme 
des distances à deux points fires du plan, appelés foyers, est une 
grandeur constante; il est nécessaire que cette constante soit supé- 
rieure à la distance entre les foyers. On désigne habituellement les 
foyers de l'ellipse par F, et Fa. 

Remarque. La somme des distances d'un point M quel- 
conque à deux points fixes F, et F; ne peut manifestement pas être 
inférieure à la distance entre ces deux points F;, F,. Cette somme est 
égale à la distance F,F, si et seulement si le point M est situé sur 
le segment F,F,. Par conséquent, le lieu géométrique des points 
dont la somme des distances à deux points fixes F, et F, est une 
longueur constante égale à Ia distance entre F, et F,, est simple- 
ment le segment F,F>:. Ce cas est exclu par la restriction formulée 

à la fin de la définition précédente. 

71. Soit M un point quelconque d'une ellipse dont les foyers 
sont F,.et Fe. Les segments F,M et F,M sont appelés (de même 
que les longueurs de ces segments) rayons focaux du point M. 
On désigne la somme des rayons focaux des points de l’ellipse par 2a. 
Nous avons donc pour tout point M de l'ellipse : 


F,M + FM = 24. (1) 
La. distance F,F, entre les foyers est désignée par 2c. Etant donné 
que | 
FM + FM FF, 
nous aurons 
2a >> 2c, c’est-à-dire a => c. (2) 
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Le procédé suivant, qui permet de tracer grossièrement une ellipse 
découle directement de la définition de cette courbe: on fixe les 
extrémités d'un fil inextensible de longueur égale à 24 aux points 
F, et F, et l’on tend le fil avec la pointe d'un crayon. En glissant 
‘le long du fil là pointe du crayon tracera une ellipse dont les foyers 
seront F; et F, et la somme des distances focales 24. L'ellipse une 
fois tracée, on peut se convaincre de visu que c'est une courbe convexe 
fermée (un ovale), symétrique par rapport à la droite F,F, ainsi 


1 
M 


Fig. 46 


que par rapport à la médiatrice du segment F,F, (fig. 46). Nous 
établirons ci-dessous analytiquement la forme de l’ellipse en discu- 
tant son équation. L’équation de l’ellipse sera établie ci-dessous. 

72. Soit une ellipse quelconque de foyers F,,F; (nous considérons 
a et c comme donnés). Appliquons sur ke plan un système de coordon- 
nées cartésiennes orthogonales aux axes duquel nous donnerons une 
disposition particulière: plus précisément, nous prendrons pour 
axe des abscisses la droite F,F>:, la corsidérant comme orientée 
de F, vers F), l’origine des coordonnées étant fixée au milieu du 
segment FF: (fig. 46). Déduisons l'équation de l’ellipse dans le 
système de coordonnées ainsi choisi. 

Prenons dans le plan un point M quelconque et désignons ses 
coordonnées par x et y. Désignons de plus par r, et r° les distances 
du point M aux foyers (r, = FM ; ro —F,M). Le point M serà situé 
sur l'ellipse donnée si et seulement si 


Ta Ta = 24. (3) 


Pour obtenir l'équation que nous cherchons, il faut remplacer 
dans l’égalité (3) r; et r, par leurs expressions à l’aide des coordon- 
nées x et y. 

Remarquons que comme F,F, == 2c et étant donné que les foyers 
F, et F;, sont disposés sur l’axe Or symétriquement par rapport 
à l’origine des coordonnées, les coordonnées de ces foyers sont respec- 
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tivement (—c; 0) et (cc; 0). Appliquant à présent la formule (2), 
n° 18, nous trouvons: 


ri = V +c} +, r—= V'(z CC} +. (4) 


_ En substituant ces expressions à r; et r: dans l'égalité (3) nous 
aurons : 


V@æ+cP y HV (ec) + y = 20. (5) 


C'est précisément l’équation de l’ellipse considérée dans le sys- 
tème de coordonnées choisi, car les coordonnées du point M (x; y) 
lui satisfont si et seulement si le point M est sur l'ellipse. Nous 
allons maintenant simplifier cette expression. 

Isolons dans l'équation (5) le premier radical, après quoi nous 
élèverons les deux membres au carré: nous aurons: 


(+ oc) + pt = 4at — Ga V (x —c} + y + (x —c} + y, (6) 
ou bien 
aV(x—c} += a —czr. (7) 


En élévant au carré les deux membres de la dernière égalité, nous 
trouvons 
ax? — 2a?cz + ac? + a°y° = a — 2a*cx + c'x?, (8) 
d’où 
(a? — c?) x? ++ ay? = a? (a? — c?). (9) 


% LÉ 


Nous introduirons à présent une nouvelle grandeur 
b=V a—c?; (10) 


le sens géométrique de la grandeur b sera examiné dans la suite de 
l'exposé ; nous nous bornerons à remarquer que a >> c, et que par con- 
séquent a? — c?° >> 0. La grandeur b est donc réelle. 

De l'équation (10) nous déduisons 


b= a? — ci, (11) 


ce qui nous permet de donner à l'équation (9) la forme suivante 
ou enfin 


uè 


à 
+=! (12) 


Démontrons que l'équation (12) est l’équation de l’ellipse consi- 
dérée. Ce n’est pas évident en soi, étant donné que nous avons obtenu 
l'équation (12) à partir de l'équation (5) en supprimant deux fois 
les radicaux. Une chose est évidente, c'est que l'équation (12) dé- 
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rive de l'équation (5). Nous devons démontrer que l'équation (5) 
dérive à son tour de l’équation (12), autrement dit que les deux 
équations sont équivalentes. 

Supposons que y et x soient deux nombres quelconques pour 
lesquels l'égalité (12) est vraie. Reprenant les calculs précédents 
en sens inverse, nous obtenons d’abord l'équation (9) puis l'équation 
(8) que nous écrirons maintenant sous la forme: 


a [(r—c} +y]= (a? — cz). 


Extrayant les racines carrées des deux membres de cette égalité, 
nous aurons 


aV'(x—c} + y? — + (a? — cr). (13) 


Remarquons à présent qu'en vertu de l'équation (12) nous de- 
vons avoir | x | < a. Etant donné que | x | & a etc < a, nous avons 
cer | < &. Par conséquent, le nombre a | — cr est positif. Nous 
devons donc prendre le signe + devant le second membre de l'égalité 
(13). Nous avons ainsi abouti à l'égalité (7) d’où nous obtenons 
l'égalité (6). Donnons-lui la forme suivante : 


{+c}+g=(2a-V(x—-c +], 


d’où 
V@+ += + (a V(x—-c) +). (14) 
Examinons la grandeur 
(za — ch + y? = 2? — 2cx + c? + y°. (15) 


En vertu de l’égalité (12) nous avons x < a°. Ensuite | cx | << a 
d’où le nombre — 2cx est inférieur en valeur absolue à 24°. N ous pou- 
vons de plus conclure en nous basant sur l'égalité (12) que y? < b°, 
c'est-à-dire que y? & a? — c? ou €? + y? & a*. Toute la somme qui 
constitue le second membre de l'égalité (15) est donc inférieure à à 4a? 
d’où il découle que la racine de cette somme est inférieure à 2a. 
C'est pourquoi la grandeur qui figure entre parenthèses dans le 
second membre de l'égalité (14) est positive. Il faut donc prendre 
le signe + devant la parenthèse de l'égalité (14). 

On a: 


VEFD ET = 20 VE TP, 


d'où nous obtenons directement l'égalité (5). 

Ainsi donc l'équation (5) découle de l'équation (12), de même 
que l'équation (12) découle de l’équation (5). Nous avons donc dé- 
montré que l'équation (12) était l'équation de l’ellipse donnée, 
étant donné qu'elle est équivalente à l'équation (5). 

L'équation (12) est dite équation canonique de l'ellipse. 
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73. L'équation 
atyet 


qui détermine une ellipse dans un système de coordonnées carté- 
siennes orthogonrales, est une équation du second degré. Nous voyons 
donc que l’ellipse est une courbe du second degré, 


$ 25. DISCUSSION DE LA FORME DE L'ELLIPSE 


74. Nous avons décrit plus haut, dans le n° 714, la forme de 
l'ellipse en nous appuyant sur des considérations de valeur descripti- 
ve. Etudions à présent la forme de l’ellipse en discutant son équation 
canonique 


+= (1) 


Soulignons tout d'abord une particularité algébrique de l’équa- 
tion (1): elle contient des termes ne comportant que des puissances 
paires des coordonnées courantes. 

À cette particularité algébrique de l'équation (1) correspond 
une particularité géométrique importante de la courbe qu'elle 
détermine, qui est que l’ellipse déterminée par l'équation (1) est 
symétrique tant par rapport à l'axe Ox que par rapport à l'axe Oy. 

En effet si le point M (x; y) est un point quelconque de cette 
ellipse, autrement dit si les coordonnées zx et y satisfont à l'équation 
(1), les nombres x et —y satisfont également à l'équation (4), ce qui 
indique que le point M” (x; —y) se trouve également sur cette ellip- 
se. Mais le point M” (x; —y) est symétrique au point M (x; y) par 
rapport à l’axe Ox. Nous voyons donc que tous les points de l'ellipse 
sont disposés deux à deux symétriquement par rapport à l'axe Oz. 
Autrement dit, si nous plions le graphique suivant l'axe Ox la 
partie supérieure de l’ellipse viendra s'appliquer sur sa partie infé- 
rieure, ce qui, précisément, signifie que l’ellipse est symétrique par 
rapport à l'axe Oz. 

La symétrie de l’ellipse considérée par rapport à l’axe Oy se dé- 
montre d'une façon tout à fait analogue (en s'appuyant sur le fait 
que si les nombres x et y satisfont à l'équation (1), les nombres —x 

t y y satisfont également). 

Pour discuter la forme de l’ellipse, exprimons y en fonction de 

x à partir de l'équation (1). II vient 


— (2) 


soit 
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Etant donné que l'ellipse est symétrique par rapport à chacun 
des axes de coordonnées, il suffit de prendre en considération la por- 
tion d'ellipse qui est située dans le premier quadrant. 

Comme la portion d’ellipse considérée est disposée dans le demi- 
plan supérieur, il faudra prendre le signe + dans l'équation (2). 
Comme de plus elle est située dans le demi-plan droit, pour tous ses 
points x > 0. Nous devons donc tracer le graphique de la fonction 


y— +È2ya — (4) 
pour x > 0. 
Prenons d'abord z = 0. Alors y — b. Le point B (0; b}) sera le 


point extrème à gauche du graphique que nous devons tracer. Fai- 
sons croître x à partir de 0. [Il est évident que lorsque la valeur de 


p\Ÿ 


F1 
Fig. 47 Fig. 48 


x croît, l'expression sous le radical dans la formule (3) décroît ; 
la valeur de y diminuera donc également. Par conséquent, le point 
M (x; y) variable qui décrit la courbe considérée se déplace vers 
la droite et vers le bas (fig. 47). Lorsque x deviendra égal à a nous 
aurons y — 0. À ce moment-là le point M (x; y) coïncide avec le 
point À (a; 0), situé sur l’axe Or. Si x augmente encore, autrement 
dit pourz >> 4, l'expression sous le radical dans l'équation (3) de- 
vient négative, ety devient imaginaire. Il en découle que le point À est 
le point extrême à droite du graphique. Ainsi donc l’arc BA repré- 
senté sur la fig. 47 est la portion de l’ellipse située dans le premier 
quadrant du système de coordonnées. 

En traçant des courbes symétriques à cette première par rapport 
aux axes de coordonnées, nous obtiendrons le graphique de l’ellipse 
tout entière. Elle a la forme d’un ovale convexe dont les deux axes 
de symétrie sont perpendiculaires (fig. 48). 

On appelle habituellement les axes de symétrie de l’ellipse axes 
tout court, et le point d’intersection des axes centre de l’ellipse. Les 
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points d’intersection de l’ellipse et de ses axes sont dits sommets 
de l’ellipse. Sur la fig. 48 les points À, A’, B, B’ sont les sommets 
de l’ellipse. Remarquons que l’on appelle aussi couramment axes les 
segments AA’ = 2a et BB' — 2b. Si l’ellipse est disposée par rapport 
aux axes de coordonnées comme décrit au n° 72, c'est-à-dire si ses 


foyers sont situés sur l'axe Or, nous avons b — Va? — c* et, par 
conséquent, a >> b. 

Dans ce cas, on appelle le segment OA = a demi-grand axe de. 
l’ellipse et le segment OB = b demi-petit axe. Maïs il va de soi que 
l'ellipse déterminée par l'équation (1) peut être disposée de façon que 
ses foyers soient situés sur l'axe Oy. Dans ce cas b => a et c’est le 
segment OB — b qui sera le demi-grand axe. Quoi qu'il en soit, 
la longueur du segment OA sur l’axe des abscisses est désignée par a et 
la longueur du segment OB sur l'axe des ordonnées par b. 

Remarque. Sur la figure 47 la portion d'ellipse disposée 
dans le premier quadrant du système de coordonnées est représentée 
par une courbe BA à la convexité tournée vers le haut. On voit de 
plus sur la fig. 47 que la direction de cette courbe est perpendiculaire 
à l'axe Oy au point B et à l'axe Ox au point À (à la suite de quoi 
l’ellipse complète ne présente point de saillies). Nous n’avons tou- 
tefois pas démontré que cette courbe BA possède réellement cette 
propriété. Nous ne nous attarderons cependant pas à cette démonstra- 
tion qu'il est bien plus rationnel de faire en usant des méthodes de 
l'analyse mathématique. 

75. Dans le cas Pre où b — a, l'équation 


Li 
| _. += 
prend la forme 
x de y? = 
cette équation définit un cercle de rayon a (ayant son centre à l’ori- 


gine des coordonnées). En vertu de cet état de choses on considère 
le cercle comme un cas particulier de l’ellipse. 


$ 26. EXCENTRICITÉ DE L'ELLIPSE 


‘76. On appelle excentricité de l’ellipse le rapport de la distan- 
ce des foyers, ou distance focale de l'ellipse, à la longueur de son 
grand axe. 

En désignant l’excentricité par la lettre &, nous avons 

C 


E == — 


a 


Si c<< a, alors << 1, autrement dit l’excentricité de l’ellipse est 
inférieure à l'unité. 
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Remarquons que c?—a?—b?, 11 vient 
d’où 


Par conséquent, l’excentricité est déterminée par le rapport des 
axes de l’ellipse, et le rapport des axes, à son tour, est déterminé 
par l’excentricité. Donc, l’excentricité caractérise la forme de l'ellipse. 
Plus l’excentricité se rapproche de 4, plus la grandeur À — €? dimi- 


nue de même que le rapport; par conséquent, plus l'excentricité 


est grande, plus l’ellipse est allongée. Dans le cas du cercle, b — a 
et € — 0. 


$ 27. EXPRESSIONS RATIONNELLES DES RAYONS FOCAUX 
DE L'ELLIPSE 


77. Soit un point quelconque M (x; y) situé sur une ellipse 
donnée. Si r, et r, sont Les rayons focaux de ce point 


n= Var +, n=Ve-d +. (1) 
Mais on peut indiquer d’autres formules exemptes de radicaux 
pour exprimer les rayons focaux. 
En effet, en vertu de l'égalité (7), n° 72, nous avons: 
VF = a La 
En posant = — € et prenant en considération la deuxième formule 


de (1), nous obtenons : 
fs = a -- EX. 


En vertu de la définition de l’ellipse r,+rs—2a. Il vient: 


r,—=@+EZT. 
Nous avons donc 
r,=4@+Ex, 
lo = 0 — EX. (2) 


Ces formules seront amplement utilisées au $ 34. 
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$ 28. TRACÉ DE L'ELLIPSE PAR POINTS. 
ÉQUATIONS PARAMÉTRIQUES DE L'ELLIPSE 


78. Soit l’ellipse 

r3 y? 

ET Br Mon (1) 
Décrivons deux cercles de rayons a et b de centre © de 


l'ellipse (avec a > b). Traçons à partir du centre une demi-droite 
quelconque et désignons par € l’angle polaire de cette demi-droite 


(fig. 49). Cette demi-droite coupera le grand cercle au point P et 
le petit cercle au point Q. Traçons ensuite par le point P une droite 
parallèle à l'axe Oy et par le point Q une droite parallèle à l’axe Oz. 
Soit M le point d’intersection de ces droites et P, et Q; les projec- 
tions des points P et Q sur l’axe des abscisses. 

Exprimons les coordonnées du point M à l’aide de t. D’après 
la fig. 49 il est facile de voir que 


x —=OP, = OP:cost — a cost, 
y = PM = Q,Q — O0Q:sint=bsiné. 
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Par conséquent, 
(2) 


En substituant ces valeurs à x et y dans l’équation (1) nous pou- 
vons nous convaincre qu'elles lui satisfont pour toute valeur de #. 
Le point MW est donc situé sur l’ellipse donnée. Nous avons ainsi 
indiqué comment obtenir un point quelconque de l’ellipse. Traçant 
une série de demi-droites et effectuant les opérations susindiquées 
pour chacune d'elles, nous pourrons obtenir tous les points de 
l'ellipse. Ce procédé est souvent utilisé en pratique (on joint ensuite 
les points obtenus à l’aide d'un pistolet, ce qui permet de réaliser 
des — d’ellipses tout à fait satisfaisants du point de vue pra- 
tique). 

79. Les équations (2) expriment les coordonnées d’un point 
quelconque de l’ellipse en fonction d'un paramètre variable t. Par 
conséquent, les équations (2) sont les équations paramétriques de 
l'ellipse (voir $ 14). 


‘T— acost, | 
y—=bsinié. 


$ 29. L'ELLIPSE EN TANT QUE PROJECTION D'UN CERCLE 
SUR UN PLAN. 
ELLIPSE EN TANT QUE SECTION PLANE D'UN CYLINDRE 
DE RÉVOLUTION 


80. Nous allons démontrer ici que toute projection d'un cercle 
sur un plan quelconque est une ellipse. 

Soit un cercle £ appartenant au plan B, projetant sur le plan «. 
Désignons par k° le lieu géométrique de toutes les projections de tous 
les points du cercle 4; il s’agit de démontrer que k’ est une ellipse. 
Pour simplifier le raisonnement, nous supposerons que le plan « 
passe par le centre du cercle # (fig. 50). Appliquons au plan & un 
système de coordonnées cartésiennes orthogonales en prenant pour 
axe Ox la droite suivant laquelle les plans B et & se coupent et pour 
origine des coordonnées le centre du cercle k. Désignons par a le 
rayon du cercle k, par œç l’angle aigu entre les plans & et $. Soit P 
un point quelconque du cercle #, M sa projection sur le plan «, 
Q la projection sur l'axe Ox, t l'angle que forme le segment OP 
avec l'axe Ox. Exprimons à l’aide de t les coordonnées du point MW. 
IL est facile de voir d’après la fig. 50 que 


z=0Q0—OP:cost—-acost, 
y = QM — QP.cos = OP:sin COS @ — a cos p sin é. 
En désignant la valeur constante acos@ par b, nous avons: 
T—=acost, 
y — bsint. 
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Ces équations coïncident exactement avec les équations para- 
métriques de l’ellipse (v. n° 78); la courbe k” est donc bien une el- 
lipse (dont le grand axe est a et le petit axe b = a cos ). 

81. Il est également facile de montrer que toute section d’un 
cylindre de révolution par un plan. non parallèle à son axe est une el- 
dipse. 
dé Pour le démontrer, considérons un cylindre de révolution quel- 
conqué et un plan sécant «& (fig. 51); la courbe qui résulte de l’inter- 


section du plan et du cylindre sera désignée par k’. Soit O le point 
où le plan & coupe l’axe du cylindre. Faisons passer par O un plan 
B perpendiculaire à l’axe du cylindre. Ce plan coupera le cylindre 
suivant le cercle 4. Désignons par a le rayon de ce cercle et par y 
l'angle aigu entre les plans « et B. Choisissons ensuite sur le plan «a 
des axes de coordonnées comme indiqué sur la fig. 51. Prenons sur 
la courbe Æ£’ un point quelconque M; soit P sa projection sur le plan 
B, Q sa projection sur l’axe Ox, t l'angle entre le segment OP et 
l'axe Or. Exprimons à l’aide de t les coordonnées du point M. Nous 
aurons : 


z=0Q —OP:cost=a cost, 
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88 
En posant 2_—b, nous aurons: 
cos @ 
z=acost, 
y—bsint. 


Ces équations sont les équations paramétriques de l’ellipse. Par 
conséquent, la courbe #’ est une ellipse, ce qu'il fallait démontrer. 


Le -tu—— 


Pig. 51 


Remarquons que > a; par conséquent, a est Le petit axe de 


08 p 
l'ellipse 4’, b — _ son grand axe, autrement dit l’ellipse est 
allongée dans le sens de l'axe Oy. 


… Le fait que l’ellipse soit une section plane du cylindre de révolu-- 
tion et également la projection d'un cercle sur un plan rend cette 


courbe facile à se représenter. 
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$ 30. L'HYPERBOLE. DÉFINITION DE L'HYPERBOLE 
ET ÉTABLISSEMENT DE SON ÉQUATION CANONIQUE 


82. On appelle hyperbole le lieu géométrique des points d'un plan 
dont la valeur absolue de la différence des distances à deux points fixes 
de ce plan est constante; on exige en outre qu'elle soit inférieure à 


Fig. 52 


la distance entre ces points, appelés foyers, et différente de zéro. On 
désigne habituellement les foyers de l’hyperbole par F, et F, et la 
distance entre eux par 2c. 

Remarque. La différence des distances d'un point M quel- 
conque à deux points fixes F, et F, ne peut évidemment pas être 
supérieure à la distance entre ces points. Cette différence est égale 


Fig. 53 Fig. 54 


à la distance entre F, et F, si et seulement si le point M se trouve sur 
le prolongement du segment F;F,. Par conséquent, le lieu géométri- 
que des points dont la différence des distances à deux points fixes F, 
et F, est une grandeur constante, égale à la distance de F, à F,, est 
constitué par les deux prolongements du segment F,F; (fig. 52). 

Si la différence des distances d’un point M quelconque à deux 
points fixes F, et F, est nulle, ce point est équidistant des points 
F, et Fa. Par conséquent, le lieu géométrique des points dont la 
différence des distances à deux points fixes F, et F, est une grandeur 
constante nulle est la médiatrice du segment FF: (fig. 53). 

Ces cas sont exclus vu les restrictions mentionnées dans la défi- 
nition précédente. 

83. Soit M un point quelconque d’un hyperbole dont les foyers 
sont F, et F, (fig. 54). Les segments F,M et F,M (de même que les 
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longueurs de ces segments) sont appelés rayons focaux du point M et 
désignés par r, et re (FM = r,; F°,M = r;). D'après la définition de 
l'hyperbole, la différence des rayons focaux du point M est une gran- 
deur constante (autrement dit lorsque le point se déplace le long 
de l'hyperbole, la différence des rayons focaux ne varie pas). On dé- 
signe habituellement cette constante par 24. Par conséquent, nous 
avons pour tout point M de l’hyperbole soit 


FM — FM = 2a, (1) 
si le point M est plus proche de F, soit 
FM — F,M = 2a, (2) 


si le point M est plus proche de F,. 
Etant donné que par définition FIM—FM< F,F, et F,M — 
— FM < F,F, nous avons 2a<< 2c, c’est-à-dire : 


ac. (3) 


Nous déduirons ci-dessous l'équation de l’hyperbole, puis, ana- 
lysant cette équation, nous établirons sa forme. Nous verrons que 
l'hyperbole est formée de deux parties distinctes, appelées branches 
de l’hyperbole, qui s'étendent indéfiniment en deux directions; 
l'hyperbole entière est symétrique par rapport à la droite F,F, 
ainsi que par rapport à la médiatrice du segment F,F, (voir fig. 54). 

84. Soit une hyperbole quelconque de foyers F;, et F, (nous con- 
sidérerons a et c comme donnés). Introduisons dans le plan un sys- 
tème de coordonnées cartésiennes orthogonales dont les axes sont 
disposés d’une façon spéciale par rapport à cette hyperbole; nous 
prendrons en qualité d’axe des abscisses la droite F,F, en la considé- 
rant comme orientée de F, vers F, et en plaçant l’origine des coor- 
données au milieu de FF, (fig. 54). 

Etablissons l'équation de l'hyperbole dans le système de coordon- 
nées que nous venons d'introduire. Choisissons sur le plan un point 
quelconque M en désignant ses coordonnées par x et y et ses rayons 
focaux F,M et F,M par r; et r>. Le point M sera situé sur l’hyperbo- 
le considérée si et seulement si r, — ro — 24 où ro — ri, = 24. 
Unissons les deux dernières égalités en écrivant 


Ti— Ta = =E 24. (4) 


Pour obtenir l’équation cherchée nous devons remplacer dans l’éga- 
lité (4) les variables r, et r; par les expressions correspondantes 
comportant les coordonnées courantes x et y. Étant donné que 
FF — 2c et que les foyers F, et F, sont situés sur l'axe Ox symétri- 
quement par rapport à l’origine des coordonnées, leurs coordonnées 
respectives sont (—c; 0) et (+c; 0). Prenant ce fait en considération 
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et appliquant la formule (2), n° 18, nous trouvons: 
nVE FR, n=VE-D TR. G 


En substituant à r, et r2 les expressions trouvées dans l'égalité (4), 
nous aurons : 


VE FEV ED ED = + 2. (6) 


Telle est l'équation de l’hyperbole considérée dans le système 
de coordonnées choisi, car les coordonnées du point M (x; y) lui 
satisfont si et seulement si le point M est situé sur notre hyperbole 
(en fait, nous avons ici deux équations, une pour la branche droite, 
l'autre pour la branche gauche de l’hyperbole). 

Les calculs ultérieurs sont destinés à obtenir l’équation de l’hy- 
perbole sous une forme plus simple. Isolons le premier radical de 
l'équation (6) puis élevons au carré les deux membres. On aura: 


(++ = at + Ga V (a+ ++, (7 


soit 


cœ—&=+taV (xp +p. (8) 
Élevons les deux membres de cette équation au carré. Il vient 
Cr? — 2acx + at = a°x3 — Docr +- a?c? + ay}, (9) 
d’où 
(ce? — a?) 2? — ay? = a (ce? — a), (10) 
Introduisons à présent la nouvelle grandeur 
b=V c— a; (11) 


le sens géométrique de b sera expliqué plus bas. Nous nous bornons 
pour le moment à remarquer que c > «a (v. n° 83), et que par consé- 
quent © — a? >> 0 et la grandeur b est une valeur réelle. De l'égalité 
{11) nous avons 

b?— c2 — ai, 


ce qui nous permet de donner à l'égalité (10) la forme suivante 
bèx? — a2y9 = ab}, 
soit encore 
et (12) 


Nous allons démontrer à présent que l'équation (12) est l'équation 
de l’hyperbole donnée. Cela n'est pas évident en soi, étant donné que 
nous avons obtenu l'équation (12) à partir de l'équation (6) en faisant 
disparaître deux fois des radicaux. Une seule chose est évidente, 
c'est que l'équation (12) résulte de l'équation (6). 
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Nous avons donc à démontrer que l'équation (6) résulte à son 
tour de l'équation (12), autrement dit que ces équations sont équi- 
valentes. 

Admettons que x et y soient deux nombres pour lesquels l'égalité 
(12) est vraie. En reprenant les calculs en sens inverse, nous obtien- 
drons à partir de l’égalité (12) tout d’abord l'équation (40), puis 
l'égalité (9) que nous écrivons à présent comme suit: 


(er— a} = a f(x — 0} + y?1. 


Extrayant la racine carrée des deux membres de cette équation, nous 
obtenons 


cx— a = +aÿ (x —cŸ + y. (13) 


Si le point (x, y) est situé dans le demi-plan gauche, x << 0, et le 
membre gauche de l'égalité (13) est négatif. Dans ce cas, c'est donc 
le signe — qu'il convient de choisir pour le membre droit de l'éga- 
lité (13). Si, par contre, le point (x, y) se trouve dans le demi-plan 
droit, x = 0. En vertu de l’équation (12) nous avons x > a. Etant 
donné que € >> a, cx >> a*, et par conséquent le membre gauche de 
l'égalité (13) est positif. Il faudra donc dans ce cas choisir le signe + 
pour le membre droit de l'égalité (13). Nous voyons donc que 
l'égalité (13) a la même signification que l'égalité (8). Après des 
transformations appropriées, nous obtenons de l'égalité (8) l'égalité 
(7) que nous écrivons comme suit: 


+) += [V (ec) + y + 2af°. 


D'où nous obtenons 
V'a+c}+y=+(V (x 0)? + + 2a). (14) 


Voyons à présent quel signe il convient de choisir devant les 
parenthèses dans le membre droit de cette égalité. Considérons 
deux cas. 

1) Le point (x; y) se trouve dans le demi-plan droit. Il convient 
alors de prendre le signe + pour l'expression entre parenthèses. 
Toute la grandeur entre parenthèses sera positive et il conviendra 
donc de choisir également le signe + devant les parenthèses. 

2) Le point (x; y) se trouve dans le demi-plan gauche. Dans ce 
cas x est négatif et la valeur absolue de la différence x — c est égale 
à la somme | z | + c. En vertu de l'égalité (12) nous avons | zx | > a, 
et de plus c>a Par conséquent, (x — c)}? => 4a°. La somme 
(x — c}? + y? est donc à fortiori supérieure à 4a*, la racine carrée 
de cette somme est supérieure à 2a et toute l'expression entre paren- 
thèses dans le membre droit de l'égalité (14) est de nouveau positive. 
11 convient donc dans ce cas également de choisir devant les paren- 
thèses dans l'égalité (14) le signe +. Nous constatons donc que 
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quelle que soit la position du point (x; y) l'égaiité (14) se réduit 
à la forme 

V+ += V(x—c) ++ 2a, 
d’où nous obtenons l'égalité (6). 

Ainsi donc l'équation (6) résulte de l’équation (12) de même que 
l'équation (12) résulte de l'équation (6). Nous avons ainsi démontré 
que l'équation (12) était l'équation de l’hyperbole considérée, 
étant donné qu'elle est équivalente à l'équation (6). 

L'équation (12) est dite équation canonique de l'hyperbole. 

85. L'équation 

M Us 
a? b2 ; 


qui détermine l’hyperbole dans un certain système de coordonnées 
cartésiennes orthogonales, est une équation du second degré. Par 
conséquent, l'hyperbole est une courbe du second degré. 


$ 314. ÉTUDE DE LA FORME DE L'HYPERBOLE 


NU 


86. Analysons à présent l’hyperbole déterminée par l’équation 


an pu + (1) 


Exprimons y en fonction de x: 


y = + LVr EE. (2) 


Etant donné que l’équation (1) ne comporte que des termes à 
puissances paires des coordonnées zx et y, l'hyperbole que cette équa- 
tion détermine est symétriqué par rapport aux axes de coordonnées 
(la démonstration est analogue à celle qui a été faite pour l’ellipse; 
v. n° 74). [l est donc évident qu’il suffit d'étudier la portion de 
l'hyperbole qui se trouve dans le premier quadrant du système 
de coordcnnées. 

Etant donné que la partie considérée de l'hyperbole est disposée 
dans le demi-plan supérieur, c’est le signe + qui lui correspond dans 
l'équation (2). Et puisqu'en outre elle se trouve dans le demi-plan 


droit, nous avons pour tous les points zx > 0. Nous devons donc analy- 
ser la fonction 


ou encore 


y=+2Vr (3) 


pour æ > O et en tracer le graphique. 
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Prenons tout d’abord z — 0. En remplaçant x par O dans Île 
second membre de la formule (3) nous aurons y = + V —a, ce qui 


donne un nombre imaginaire. Lorsque la valeur de x croît, la valeur 
de y reste imaginaire jusqu'à ce que x = a. En prenant dans le 
membre droit de la formule (3) x — a nous aurons y = 0. Par con- 
séquent, le point extrême à la gauche du graphique sera À (a; 0). 
Lorsque x continue d'augmenter, la valeur de y est constamment 
réelle et positive, ce que l’on voit directement dans la formule (3) 


Fig. 55 Fig. 56 


car pour x > a nous avons 4° — a? >> 0. La formule (3) indique 
également que y est une fonction croissante de x (si x > a), autre- 
ment dit que y augmente chaque fois que x croît. La formule (3) 
indique enfin que lorsque z croît indéfiniment y croît de même indé- 
finiment (pour x —+ oo, y -> co), Vu tout ce qui vient d'être indiqué, 
nous en vénons à la conclusion que pour x croissant à partir de x = a 
le point variable M (x; y) qui trace le graphique se déplace toujours 
vers la « droite » et vers le « haut », à partir du point À (a; 0). 
L’éloignement du point M à droite de l’axe Oy et au-dessus de l’axe 
Oz est infini (fig. 55). | 

87. Voyons un peu plus attentivement de quelle façon le point 
M « s'éloigne à l'infini ». 


+ 


Nous considérerons à cet effet en plus de l'équation 
b rs 
y = += V 2-0, (4) 


qui détermine pour x>a« la portion d'hyperbole que nous venons 
d'étudier, l'équation 


= +2; (5) 


elle détermine une droite de coefficient angulaire 4 = 2 passant 


par l’origine des coordonnées. La portion de cette droite disposée 
dans le premier quadrant de coordonnées est représentée sur la fig. 55 
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(on a utilisé pour la tracer le triangle rectangle OAB dont les côtés 
de l’angle droit sont OA = a et AB = b; il est évident que le coeffi- 


cient angulaire de la droite OB est précisément k==) 
Nous allons démontrer que, s'éloignant vers l'infini, le point M 
se rapproche indéfiniment de la droite y — 23. 


Choisissons une valeur quelconque de x (x > a) et considérons 
deux points M (x; y) et N'(x; Y}, où 


y —= +2, 
Yates 
a 


Le point M (x; y) est situé sur l’hyperbole (4), le point W (x; Y)} 
sur la droite (5). Etant donné que ces deux points ont la même 
abscisse z, la droite joignant M et N est perpendiculaire à l’axe Ox 
(fig. 56). Calculons la longueur du segment MN. 

Remarquons tout d'abord que 


Y— +ir-tVrs +2 Varia y. (6) 


D'où Ÿ => y et, par conséquent, MN —Y — y. Mais 


__b 15 __ bd (z— V2? 0?) (x+ V/x?--a?) 
nie Lu du DS dues" — None 


autrement dit 
ab 


c++ V/z1— a? | 


Analysons l’expression que nous avons obtenue en supposant que 
xz—> + co. Le dénominateur est la somme de deux termes positifs 
qui croissent indéfiniment. Par conséquent, pour x -> + oo, le 
dénominateur tend vers l’infini (positif). Le numérateur de cette 
expression est une grandeur constante ab. Vu ces deux circonstances, 
nous pouvons conclure que pour xz—> + oc le membre droit de 
l'égalité (7) tend vers zéro. Par conséquent, MN — Y — y tend 
également vers zéro. 


Désignons par P le point d'intersection de la droite y — Lz et 


dé la perpendiculaire abaissée sur cette droite du point M (MP est 
la distance du point 4 à cette droite). Il est évident que MP << MN, 
et comme MN — 0, nous avons également MP -+ 0, Ce qu'il fallait 
démontrer. 

Ainsi donc, si un point variable M s'éloigne vers l'infini en suivant 
la portion de l’hyperbole (1) qui se trouve dans le premier quadrant du 


Y —y= (7) 
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système de coordonnées, la distance du point M à la droite y — - Z 
tend vers zéro. 

88. Soit l'une courbe quelconque, M un point variable sur cette 
courbe et a une certaine droite. S’il est possible que le point M se 
déplace le Jong de la courbe T de façon que 1) le point M s'éloigne 
à l'infini, 2) la distance de ce point 4 à la droite a tende vers zéro, 
on dit que la courbe J' se rapproche asymptotiquement de la droite 
a. La droite a est alors appelée asymptote de la courbe FT. 

Usant de la terminologie que nous venons d'indiquer, nous pou- 
vons formuler de la façon suivante le résultat obtenu au n° 87: 


La représentation graphique de la fonction y — LV — a? (c'est- 
à-dire de la portion d’hyperbole envisagée) se rapproche asymptoti- 
quement de la droite y — Z Z% pOur x —+ + co; ou encore la droite 


= 2x est l'asymptote de la représentation graphique de la fonction 


y — 2 V' x? — a (et en même temps l’asymptote de notre hyperbole). 


89. Notons encore quelques particularités concernant la dispo- 
sition de l’hyperbole par rapport à son asymptote (nous ne parlons 
toujours que de la portion de l’hyperbole qui se trouve dans le pre- 
mier quadrant). 

Prenons de nouveau les points M (x; y) et N (x; Y}) dont il a 
té question au n° 87 et souvenons-nous que le point { appartient 
l’hyperbole et le point N à l’asymptote. Nous avons établi au 
n° 87 que l'inégalité Y => y était vraie. Il en découle que le point 
M est toujours placé « au-dessous » du point N. Autrement dit, la 
portion de l'hyperbole (1) qui est située dans le premier quadrant du 
système de coordonnées est sur toute son étendue « au-dessous » 
de son asymptote. 

Nous avons ensuite en vertu de la formule (7) 


ab 
xt V/x2— ai 


ê 
à 


Y — y—= 


Le dénominateur de cette fraction, étant réel et positif pour 
z > a, croît lorsque x croît. Etant donné que le numérateur est ici 
une grandeur constante, la valeur de l’expression fractionnaire est 
décroissante lorsque x est croissant. Nous pouvons donc affirmer 
que si x tend d'une façon monotone vers --o (autrement dit, croît 
indéfiniment), MN = Ÿ — y tend aussi vers zéro de même façon 
{c'est-à-dire en décroissant constamment). 


Soit @ l'angle d'inclinaison de la droite y — - z sur l'axe Or, 
P le pied de la perpendiculaire abaïissée du point M sur cette draite. 
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Il est évident que nous avons alors 
MP = MN :-cos q. (8) 


Etant donné que MN tend vers zéro et que cos y est une constan- 
te, il résulte de la formule (8) que MP tend vers zéro. 

Autrement dit, où qu'il se trouve sur l'’hyperbole (4) le point 
(toujours dans le premier quadrant des coordonnées) se déplace le 
long de l’hyperbole toujours vers la « droite » et sa distance par rap- 
port à l'asymptote décroît constamment. Nous avons donc la 
propriété: l'hyperbole tend vers son asymptote d’une façon monotone. 

90.. Faisons le bilan de tout ce qui a été dit aux n°5 86-89. 

La portion de l'hyperbole qui se trouve dans le premier quadrant 
a pour origine le point À (a; 0) et s'éloigne indéfiniment vers la 
« droite » et vers le « haut », se rapprochant asymptotiquement de la 
droite y — 2, « de bas en haut ». 


_ C'est contormément à ce qui vient d’être exposé que la fig. 55 
a été tracée. 

Remarque. Deux autres propriétés de la représentation gra- 
phique que nous venons d'examiner doivent être mentionnées: 
1) la direction de la courbe au point À (a; O0) est perpendiculaire à 
l'axe Ox, 2) la courbe a partout une convexité tournée vers le haut. 
Nous ne démontrerons toutefois pas ces propriétés, considérons qu'il 
est plus approprié d'effectuer la discussion d’une représentation 
graphique de ce genre en usant des méthodes de l'analyse mathé- 
matique. 

91. Une fois la portion de l’hyperbole (4) située dans le premier 
quadrant analysée, la forme générale de l'hyperbole entière peut 
être facilement établie par rabattement symétrique autour des axes 
de coordonnées. 

L'hyperbole déterminée par l'équation 

æ3 2 

POS ut 
est représentée sur la fig. 57. Il est facile de comprendre qu’elle 
(l'hyperbole entière) a deux asymptotes : 


_ bd 
= 
a 
et 


= ‘er mu Le 


a 


La première de ces droites nous est déjà connue, la deuxième 
est sa symétrique par rapport à l'axe Ox (ou à l'axe Oy). 

On appelle ordinairement les axes de symétrie de l’hyperbole 
ses axes tout court et le point d'intersection de ces axes centre de 
7—577 
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l hyperbole. (Dans le cas présent nous avons affaire à une hyper- 
bole dont les axes coïncident avec les axes de coordonnées.) 

Un des deux axes (dans le cas qui nous intéresse c'est l'axe Or) 
coupe l'hyperbole, l'autre ne la coupe pas. Les points d’intersection 
de i’axe avec l'hyperbole sont appelés sommets de l’hyperbole; 
l’hyperbole a doux sommets (désignés par À et 4’, fig. 57). 

” Le rectangle de côtés 2a et 2b, disposé symétriquement par rap- 
port aux axes del hyperbole et tangent à l’hyperbole à ses sommets 


Fig. 57 


sera appelé rectangle de .base (e’ est le. rectangle ‘BB'C"C, fig. 57). 
Les diagonäles du rectangle de. base de l'hyperbole coïncident avec 
les . asymptotes. | 
._ Notons qu’en mathématiques on appelle couramment aussi axes 
de l’hyperbole les segments de longueur 24 et 2b qui joignent les 
milieux des côtés opposés du rectangle de base. On dit en conséquen- 
ce que l'équation | 
æ7 4" 4 
a ba 
détermine une hyperbole de demi-axes a et b. 
_ Remarque. S'il est nécessaire d'exécuter un croquis d’une 
hyperbole à demi-axes a et b, il convient avant tout de tracer son 
rectangle de base, puis les asymptotes. On peut ensuite tracer l'hy- 
perbole elle-même soit au jugé, soit en fixant au préalable sur le 
-dessin quelques-uns de ses points. On voit sur la fig. 57 en pointillé 
comment déterminer les foyers de l’hyperbole lorsqu'on dispose dé 
‘soï rectangle de base. Ce tracé se base de façon évidente sur l'égalité 
et = a? + b* (qui découle de la formule (11) n° 84), 

-92, Considérons à présent l'équation 


PR mie À (9) 
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Par permutation de «a et b et de x et y elle se réduit à l'é équation 
étudiée au paragraphe précédent. Il est donc clair que l’équation (9) 
détermine une hyperbole disposée comme indiqué sur la fig. 58 (ses 
sommets B et B” sont situés sur l’axe Oy). L’équation (9) est égale- 
ment appelée équation canonique de l'hyperbole. 


93. Deux hyperboles définies par les as 
x? y3 
Fret —rtire 


dans le même système de coordonnées et pour les mêmes valeurs 
de a et b sont dites conjuguées. 


NT. 
Pa 


Fig. 58 


94. Une hyperbole dont les demi-axes (a — b) sont égaux est 
dite équilatère, On peut écrire l'équation d’une hyperbole équilatère 
sous la forme suivante 


T° — y? = a. 
‘Il est évident que le rectangle de hase d’une hyperbole équila- 


tère est un carré. D'où il est clair que les asymptotes d'une hyperbole 
équilatère se coupent à angle droit. 


8 32. EXCENTRICITÉ DE L'HYPERBOLE 


95. On appelle excentricité de l'hyperbole le rapport de la 
distance entre les foyers de cette hyperbole à la distance entre ses 
sommets. Si nous désignons par & l’excentricité de l’hyperbole, nous 
aurons : 


E = — 


Etant donné que pour l'hyperbole c >> a, l’excentricité e >> 1. En 
d’autres termes, l’excentricité de toute hyperbole est supérieure à 1. 
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Vu que c=— a? + b?, 


d'où 


y 1+(2) et 2=Va—t. 


a 


Lé e e L4 L4 e b 
Par conséquent, l’excentricité détermine le rapport, et le 


D: 


rapport 2 détermine à son tour l'excentricité. Donc, l'ercentricité 


de l’hyperbole caractérise la forme de son rectangle de base et par suite 
la forme de l'hyperbole même. 


Le rapport à est d'autant plus petit que e* — 1 est petit, c'est- 


à-dire que l’excentricité est proche de l'unité. En d’autres termes, 
plus l'excentricité de l'hyperbole est petite plus son rectangle de base 
est allongé (dans le sens de l’axe transverse). Dans le cas d’une hyper- 


bole équilatère a = b et e = V2. 


$ 33. EXPRESSIONS RATIONNELLES DES RAYONS 
FOCAUX DE L'HYPERBOLE 


96. Considérons un point quelconque M (x; y), appartenant à 
une hyperbole donnée. Si r; et r, sont les rayons focaux du point 
considéré, nous avons 


neV(&+ch+p, reV(x-c}+p. (1) 


il se trouve que l’on peut indiquer pour Les rayons focaux d'au- 
tres formules qui seront des expressions rationnelles. 
En effet, en vertu de l'égalité (8), n° 84, nous avons 


(AN Lin pe: 
VE 4 (Sc). 
Jci le signe -se rapporte au cas où le point M est situé sur la 
branche de droite de l’hyperbole. En posant <= 8 et prenant en 
considération la deuxième égalité (1), nous aurons 
r=+(er—a), (2) 
Pour trouver l'expression du premier rayon focal, nous userons 
de la relation fondamentale: r, — r, — + 2a où le signe + se 
rapporte également aux points de la branche droite de l’hyperbole. 


Il découle de cette relation que r;, = r, + 2a — + (ex + a). Ainsi 
donc, pour les points de la branche droite de l’hyperbole 


Ti=mET+a, To=Eer—0d, (3) 
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alors que pour les points de la branche gauche de l’hyperbole 
Ti= — (er ta), ra —(ex — a). (4) 


Ces formules seront amplement utilisées dans le paragraphe 
suivant. 


$ 34. DIRECTRICES DE L’ELLIPSE ET DE L'HYPERBOLE 


97. Considérons une ellipse quelconque et appliquons un système 
de coordonnées cartésiennes orthogonales de façon que cette ellipse 
soit déterminée par l’équation canonique 


+ = 1. 


Supposons que l'ellipse considérée ne soit pas un cercle, c'est-à- 
dire que a = b, et par conséquent & -£ 0. Supposons de plus que 
l’ellipse soit allongée dans le sens de l’axe Ox, autrement dit que a >-0. 

Les deux droites perpendiculaires au grand axe et disposées symé- 


‘ n ° a 
triquement par rapport au centre à une distance de = de ce centre sont 


appelées directrices de l'ellipse. 
Les équations des directrices dans le système de coordonnées 


choisi sont 
a a 
L= — Fa et TL — + rs ; 
Nous convenons d’appeler la première directrice directrice gauche 


et la seconde directrice droite. 
Etant donné que pour l'ellipse & 1, _ > 4. Il s'ensuit que la 


directrice droite est située à droite du sommet droit de l’ellipse, 
et que la directrice gauche est située à gauche du sommet gauche. 
L'eilipse avec ses directrices est représentée sur la fig. 59. 

98. Considérons une hyperbole quelconque et appliquons un 
système de coordonnées cartésiennes orthogonales tel que cette 
hyperbole soit déterminée par l'équation canonique 

xrè y? 
PSE ne 

On appelle directrices de l'hyperbole deux droites perpendiculaires 

à l'axe transverse de l’hyperbole et disposées symétriquement par rapport 


« 


. z « «à > 
au cenire à une distance égale à — de celui-ci. 


Les équations des directrices dans le système de coordonnées 
choisi ont la forme suivante: 
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Nous convenons d'appeler la première directrice gauche et la 
deuxième directrice droite de l’hyperbole. 


Etant donné que pour l'hyperbole e >> 1, + << a. Ïl s'ensuit que 


la directrice droite est située entre le centre ‘et le sommet droit 
de l'hyperbole de même que la directrice gauche est située entre le 
centre et le sommet gauche de l’hyperbole. L'hyperbole avec ses 
directrices est représentée sur la fig. 60. 

99. L'importance des directrices de l’ellipse et de l’hyperbole 
devient évidente à la lumière des deux théorèmes suivants. 


Fig. 59 Fig. 60 


Théorème 11. Soient r la distance d'un point quelconque 
de l'ellipse à un des foyers et d la distance de ce même point à la directri- 


ce correspondant à ce foyer. Le rapport est alors une constante égale 
à l’excentricité de l’ellipse: 


r 
dd = €. 

Démonstration. Supposons pour plus de précision qu’il 
s'agisse du foyer droit et de la directrice droite. Soit M (x; y) un 
point quelconque de l'ellipse (voir fig. 59). La distance du point M 
à la directrice droite s'exprime par l'égalité 


d=< 3x, (1) 


ce que l'on vérifie aisément sur la fig. 59. La distance du point 
M au foyer droit est fournie par la deuxième des formules (2) $ 27 : 


r=a—Eex. (2) 
Les relations (1) et (2) nous donnent : 
ML intr _ (arer)e _ 
d a OO ar 
a 


Ce qu'il fallait démontrer. 
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Théorème 12. Soient r la distance d'un point quelconque 
d'une hyperbole à un des foyers et d la aies du même point à la 
directrice correspondant à ce foyer. Le rapport = est alors uné cons- 
tante égale à l'excentricité de l'hyperbole: 

r 
7 = , | 

Démonstration. Supposons, pour éviter toute confusion, 
qu'il s'agisse du foyer droit et de la directrice droite. Soit M (x; y) 
un point quelconque de l'hyperbole (voir fig. 60). Nous aurons 
à considérer deux cas: 

4) Le point M est sur la branche droite de l'hyperbole. La dis- 
tance de ce point M à la directrice droite s'exprime alors par l'égalité 


que l'on vérifiera facilement sur la figure. La distance du point M 
. LE droit nous sera fournie par la deuxième des formules (3) 
$ 33: 
T—Et— 4. (4) 
Les relations (3) et (4) nous permettent d'obtenir: 


2) Le point M se trouve sur la branche gauche de l'hyperbole. 
La distance du point M à la directrice droite s'exprime alors par 
la formule 


d=| z| +< 
(| x | est la distance du point M à l'axe Oy, _ la distance de la 


directrice à l’axe Oy, d la somme de ces deux distances). Mais comme 
M est situé sur la branche gauche de l’hyperbole, z est une grandeur 


négative et par conséquent |z | = — x et il vient 
d= +. (5) 
La distance du point M au foyer droit est fournie par la deuxième 


des formules (4) $ 33: 
r = — (ex — à). (6) 
A partir. des relations (5) ot (6) nous aurons: 
_r ___ —(er—a) __ (-ezta)e 
dd € —-Eex+a 
Ce qui démontre le théorème. 
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100. Les propriétés de l’ellipse et de l’hyperbole exprimées dans 
les théorèmes que nous venons de démontrer peuvent servir à définir 
ces courbes. Ces définitions prendront la forme suivante: Le lieu 
géométrique des points dont le rapport des distances r à un certain 
point fire (foyer) et d à une certaine droite fixe (directrice) est une 
valeur constante 

T=e (e = const) 
est une ellipse si e < 1 et une hyperbole si e => 1. (Pour vérifier la 
justesse de cette assertion, il convient de déduire l'équation du 
lieu géométrique indiqué et d'établir que l'équation obtenue est 
ira vi de l’ellipse pour e << 1 et celle de l'hyperbole pour 
> 1 

Une question qui se pose d'elle-même est de Savoir quel est le 
lieu géométrique des points déterminés de la même façon mais pour 
lesquels & — 1, autrement dit le lieu géométrique des points pour 
lesquels r — d. Nous verrons que c'est une courbe du second degré, 
nouvelle pour nous, et qui est appelée parabole. 


$ 35. LA PARABOLE. ÉTABLISSEMENT DE L'ÉQUATION CANONIQUE 
DE LA PARABOLE 


101. On appelle parabole le lieu géométrique des points dont la 
distance à un certain point fixe du plan, appelé foyer, est égale à la 
distance à une droite fixe, appelée directrice (sous réserve que cette 
droite ne passe pas par le foyer). 

On désigne habituellement le foyer de la parabole par F, la dis- 
tance du foyer à la directrice par p. On appelle la grandeur p para- 
mètre de la parabole. Le tracé d’une parabole est présenté sur Ia 
fig. 614 (le lecteur obtiendra des données détaillées sur cette figure 
dans les paragraphes suivants). 

Remarque. En vertu de ce qui a été exposé au n° 100, l'ex- 
centricité de la parabole € — 1. 

102. Soit une parabole quelconque (nous considérons comme don- 
né le paramètre p). Introduisons dans le plan un système de coordon- 
nées cartésiennes orthogonales dont les axes seront disposés de la 
façon suivante : l’axe des abscisses passera par le foyer perpendicu- 
lairement à La directrice et nous le considérerons comme orienté de 
la directrice vers le foyer. L'origine des coordonnées sera située 
à égale distance du foyer et de la directrice (fig. 61). Etablissons 
l'équation de cette parabole dans le système de coordonnées ainsi 
défini. 

Prenons sur le plan un point quelconque M (x; y). Désignons 
par r la distance de ce point M au foyer (r — FM), par d la distance 
du point M à la directrice. Le point M appartiendra à la parabole 
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(donnée) si et seulement si 
r=d. (1) 


Pour obtenir l'équation cherchée, nous devons substituer dans (1) 
aux variables r et d leurs expressions formulées à l’aide des coordon- 
nées courantes x et y. Remarquons que les coordonnées du foyer 


Fig. 61 


do (5 0) . Appliquons la formule (2) du n° 18 et prenant ce der- 
nier fait en considération, nous aurons: 


eV (2-2) +8. (2) 


Désignons par Q le pied de la perpendiculaire abaissée du point M 
sur la directrice. Il est évident que le point Q a pour coordonnées 


(—5: y) . D'où et en vertu de (2), n° 18: 
d=MQ=Y (2+8)"+@-W=z++ (3) 


x è ° D 
(lors de l’extraction de la racine nous avons pris æ + -- avec Son 


signe Car z + + est un nombre positif: cela découle du fait que le 
point M (x; y) doit se trouver du même côté de la directrice que le 
foyer, autrement dit nous devons avoir &æ >> — £ ,doùz ++ > 0]. 
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En rémplaçant dans l' égalité (1) r et d par leurs expressions (2) 
et (3), nous obtenons: 


(c—2)"+p=zr +. (4) 


C'est précisément l'équation de la parabole considérée dans le système 
de coordonnées choisi, car les coordonnées du point M (x; y) lui 
satisfont si et seulement si le point M appartient à la parabole con- 
sidérée. 

Pour simplifier cette formule, nous élèverons au carré les deux 
membres de cette équation (4): On aura: 


2 | 2 
m—pr+itypestprté, (5) 
ou encore 
| ÿ} = 2px. (6) 
Nous avons déduit l'équation (6) comme corollaire de l'équation 
(4). 11 est facile de montrer que l'équation (4), à son tour, découle 


de l'équation (6). En effet, il est évident que (5) et (6) sont équiva- 
lentes. L'équation (5) nous donne: 


11 nous reste à montrer que si z et y satisfont à l’ équation (6), 
on ne peut choisir ici que le 7 à Or, c'est évident, puisque nous 


déduisons de l'équation (6) x — = . Par conséquent, x > 0, et c’est 


pourquoi x + À + est un nombre NT Nous revenons à l'équation 


(4). Etant donné que les équations (4) et (6) se déduisent l’une de 
l'autre, elles sont équivalentes. Nous pouvons donc conclure que 
l'équation (6) est l'équation de la parabole. Cette formule est dite 
équation canonique de la parabole. 

103. L'’équation y? = 2px, déterminant la parabole dans. un 
certain système de coordonnées cartésiennes orthogonales, est une 
équation du second degré. Par conséquent, La parabole est une courbe 
du second degré. 


& 36. DISCUSSION DE LA FORME DE LA PARABOLE 
104. Essayons en analysant l'équation 
ÿ=2pz ‘ (1) 


de préciser la forme de la parabole et de montrer ainsi que le tracé 
de cette courbe représenté sur la fig. 61 est juste. 
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Etant donné que l'équation (1) ne comprend qu’une puissance 
paire de y, la parabole que cette équation détermine est symétri- 
que par rapport à l’axe Ox. Il nous suffit donc d'étudier la portion 
de cette courbe située dans le demi-plan supérieur. Cette portion de 
la parabole est déterminée par l'équation 


y= +V2pz. (2) 


Pour les valeurs négatives de z dans l'équation (2) y est imagi- 
naire, Par conséquent, il n‘y a pas un seul point de la parabole à 
gauche de l'axe Oy. Pour z — 0 nous avons y = 0. L'origine des coor- 
données appartient donc à la parabole et est son point extrême à 


Fig. 62 


gauche. Faisons croître x à partir de 0. L'équation (2) indique que 
quand æ croît, y croît aussi constamment. L'équation (2) indique 
également que si x -> co, nous aurons également y —> co. 

Par conséquent, le point M (x; y}, qui décrit la portion de para- 
bole considérée, part de l’origine des coordonnées et se déplace vers 
le «haut » et vers la « droite ». Son éloignement tant de l'axe Oy 
vers la « droite » que de l’axe Ox vers le « haut » est infini (fig. 62). 

Remarque. Deux autres propriétés de la parabole sont 
à retenir: 1) sa tangenté au point © (0; 0) est perpendiculaire 
à l’axe Or, 2) la portion de parabole située dans le demi-plan supé- 
rieur à une convexité tournée vers le haut. Le graphique de la fig. 62 
est tracé en tenant compte de ces propriétés. Nous ne démontrons 
toutefois pas.ces propriétés, car il est plus indiqué d’user à cet effet 
des méthodes de l’analyse mathématique. 

105. Maintenant que nous avons déterminé la forme de la portion 
de parabole située dans le demi-plan supérieur, rien n’est plus 
facile que d’établir la forme de la parabole tout entière. I1 suffit pour 
cela d'effectuer un rabattement symétrique par rapport à l'axe Or. 
Le graphique de la fig. 61 donne une idée générale de la parabole 
entière déterminée par l'équation 


y? = 2px. 
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On appelle communément l’axe de symétrie de la parabole son 
axe tout court (dans Le cas que nous avons examiné il coïncidait 
avec l’axe Ox). Le point où l'axe coupe la parabole est appelé son 
sommet (dans le cas présent le sommet coïncide avec l'origine des 
coordonnées). Le nombre p, autrement dit le paramètre de la para- 
bole, exprime la distance du foyer à la directrice. Le sens géométri- 
que du paramètre p peut être décrit de la façon suivante. Prenons 
une valeur quelconque détérminée de l’abscisse, x — 1 par exemple, 


y 


(a) (8) 
Fig. 63 Fig. 64 


« 


et trouvons à partir de l’équation (1) la valeur correspondante de 
l’ordonnée y = + Y’2p. Nous obtenons sur la parabole deux points 
M (A; +V 2p) et M, (1; — V'2p) symétriques par rapport à Faxe 
de la parabole; la distance entre ces points est égale à 2 Y/2p. Par 
conséquent, 2 Y'2p est la longueur de la corde de la parabole tracée 
perpendiculairement à l’axe et le coupant à une distance de l'origine 
égale à 1. Nous voyons que la longueur de cette corde (—2 V’2p) 
est d'autant plus grande que p est plus grand. Par conséquent, le 
paramètre p caractérise la « largeur » du domaine limité par la para- 
bole, à condition que cette « largeur » soit mesurée perpendiculaire- 
ment à l'axe de la parabole à une distance déterminée du sommet. 
106. L'équation 
ÿÿ= —2px (3) 


(p étant positif) se réduit à l'équation y? — 2px en remplaçant x 
par —x, autrement dit par transformation des coordonnées consistant 
à inverser l'orientation de l’axe Ox. Il en découle que l'équation 
y® = — 2px détermine également une parabole dont l'axe coïncide 
avec l’axe Oz et le sommet avec l’origine des coordonnées, mais 
disposée dans le demi-plan gauche (comme indiqué sur la fig. 63). 
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107. Par analogie avec ce qui vient d'être exposé, nous pouvons 
aîtirmer que chacune des équations 


= 2py, = —2py 


(p => 0) détermine une parabole ayant comme sommet l'origine des 
coordonnées et disposée symétriquement par rapport à l'axe Oy 
(ces équations de paraboles, de même que les équations (1) et (3), 
sont dites équations canoniques). Nous appellerons une parabole 
déterminée par l'équation zx? — 2py parabole ascendante et celle que 
détermine l'équation x? — — 2py parabole descendante (voir respecti- 
vement fig. 64,a et b). Ces dénominations sont naturelles et n'exi- 
gent pas d’explications. 


$ 37. ÉQUATIONS POLAIRES DE L'ELLIPSE, DE L'HYPERBOLE 
ET DE LA PARABOLE 


108. Utilisant les résultats exposés aux n°5 99-102, nous allons 
introduire l'équation polaire de l’ellipse, de l'hyperbole et de la parabo- 
le (dont la forme est la même pour les trois courbes), l’axe polaire 
occupant une position particulière. Faisons toutelois cette restriction 
que pour l’hyperbole cette équation détermine non pas la courbe 
en son entier, mais une seule de ses branches. 

Soit l’une quelconque des courbes que nous venons d'indiquer: 
ellipse, hyperbole ou parabole (s’il s’agit d'une hyperbole nous ne 
considérerons qu'une seule de ses branches). Désignons cette courbe 
par la lettre Z. | 

Soient F le foyer de la courbe, g la directrice correspondant à ce 
foyer (dans le cas de l’hyperbole nous choisirons le foyer et la 
directrice les plus proches de la branche considérée). 

Introduisons un système de coordonnées polaires de façon que le 
pôle coïncide avec le foyer F, l’axe polaire étant orienté suivant 
l'axe de la courbe Z dans la direction opposée à la directrice g 
(fig. 65). Désignons comme d'habitude par p et 6 les coordonnées 
polaires d'un point quelconque À appartenant à la ligne Z. Pour 
obtenir l'équation de la ligne Z nous nous baserons sur la relation 
r 
7 ts (1) 
où æe est l’excentricité de la courbe et r et d ont le même sens 
que dans les n°5 99-102. 

Etant donné que le pôle se confond avec le foyer F, il vient 


r=p. (2) 
Nous avons ensuite 
d=QM=DN =DF+FN-DF+ocoss. (3) 
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Soit P un point situé sur la courbe ZL de telle façon que le seg- 
ment FP soit perpendiculaire à l’axe de la ligne ZL et soit p la longueur 
du segment FP. Autrement dit, p est la moitié de la corde focale 
de la courbe L, perpendiculaire à son axe ; cette grandeur p est appelée 


paramètre focal de la courbe L*, 


CE 
R 


_ 
> 


Fig. 65 


En raison de la relation fondamentale (1), qui se rapporte à tous 
les points de la courbe L, nous aurons (notamment pour le point P) 


FP 
SP 
d'où FP P is n7 . Ts 2: 
où SP=———=—. Mais SP=—DF; par conséquent, 
DF — V2 ‘e 
e . 


Il découle de la dernière égalité et de l'égalité (3): 
d= + p cos 6. (4) 


Si nous remplaçons à présent dans le premier membre de l’équa- 
tion (1) r et d par leurs expressions (2) et (4), nous trouvons 
2 —8#, 
+0 cos 8 
d'où 
: (5) 


P= 4 c080 * 


+ Dans le cas où la courbe Z est une parabole, FP — PS (voir n°101), 
par conséquent p — DF, autrement dit p est égal à la distance du foyer à la 
directrice. Ainsi donc, dans ce cas, la grandeur p coïncide avec le paramètre de 
la parabole que nous avons déjà vu plus tôt et désigné par la même lettre. 
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C’est précisément l'équation polaire de l'ellipse, de l’hyperbole 
(ou plus exactement d’une de ses branches) et de la parabole. Ici p 
est le paramètre focal, e l'excentricité de la courbe. L’équation (5) 
est utilisée en mécanique. 


$ 38. DIAMÊTRES DES COURBES DU SECOND DEGRÉ 


109. Le théorème suivant ex rime une propriété importante et inatten- 
ce ds première vue des Courbes du second degré (ellipse, hyperbole et para- 
ole).. | : | 
_ Théorème 13. Les milieux des cordes parallèles d'une courbe du second 
degré sont situés sur une même droite. | 
Démonstration. 1) Supposons que la courbe donnée soit une ellipse 


x3 L' 
+! (1) 


Désignons par k le coefficient angulaire conimun des cordes parallèles. 
L'équation de chacune d'elles peut être alors notée sous la forme suivante : 


y=ketis (2) 
où La des valeurs différentes pour les différentes cordes. 


Fig. 66 


Cherchons les extrémités de la corde déterminée par l'équation (2) pour 
une v&leur quelconque de !. La solution du système composé des équations 
(1) et (2) nous donne, en excluant y: 

zû (kr +L)s 
at 
ou encore 
(b3+-a3k3) 224 2aîkix + a3 (12— 2) = 0. (3) 

Les racines x; et x2 de cette équation du second degré sont les abscisses 
des extrémités M, et M2 de la corde. Soit Moro; Yo) le milieu de cette 
corde. Alors 

re 122 

rare 
. Or, en vertu du théorème sur la somme des racines de l'équation du 
second degré | . 
2a?k 


Lit = — DEL aix? * 
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Par conséquent, 


a2kl 
FO GE ae * 
Connaissant zo, nous trouverons yo à partir de l'équation (2) : 
ak] b?l 


Yo = k29 + l= — Dr aka +i HET a2k? ° 
Ainsi donc | 
a2kl b21 4 
0 piLame Vila Laiki ” (à) 


T 


Fig. 67 


En faisant varier !, nous obtiendrons les coordonnées des milieux des 
différentes cordes de l'ellipse parallèles entre elles. Les relations (4) indi- 
quent que %o, y, seront invariablement liés par l'équation | 


do 2 
T9 ak 
ou enCore ÿo=k"xg Où 
k° = 5: (5) 
Les milieux des cordes se trouvent donc sur la droite 
y=k'x, (6) 
2) Supposons à présent que la courbe donnée soit une hyperbole 


x2 y2 
a! G) 
(fig. 67, a et b). Désignons par # le coefficient angulaire commun dès cordes 
parallèles. L’équation de chacune de ces cordes peut être posée comme suit 
yækr-+l (8) 


Remarquons tout d'abord que les cordes de l’hyperbole ne peuvent être 
parallèles à ses asymptotes (car toute droite parallèle à l'asymptote ne 
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, ; . , : b b. 
coupe l’hyperbole qu'en un seul point). C'est pourquoi # aber et k Res 


Cherchons les extrémités de la corde déterminée par l'équation (8} pour 
une valeur quelconque de 1. En résolvant le système composé des équations 
(7) et (8) et en éliminant y nous obtenons: | 


2 (ke) 


| CRT nas 
ou encore | | | 
| (b3— a2k2) z2— 2atklx — a8 (12 b2) — 0. (9) 


Etant donné que k -Æ +2, b2—.atk2 £ 0. Par conséquent, l'équation (9) 


est une équation du second degré. Les racines de cette équation x et 2 
sont les abscisses des extrémités M, et M3: de la corde. Soit Mo(ro; go) 
le milieu de cette même corde. On a | 


Xi te 
= 5 — + 


En appliquant le théorème .sur la somme des racines d'une équation 
du second degré, nous aurons : | 
| 2a?kl 


ÉARÉRE LT ES 


à . a2kl 
Par conséquent, me] , 


| a2k3l pu 
Vo hr tie pr tierce 


Connaissant to, nous obtiendrons .yg 
à partir de l’équation (8): 


Ainsi donc, 


a?kl b?l 
705 V5: (10) 


En faisant varier {, nous obtiendrons les coordonnées des milieux des 
différentes cordes de l’hyperbole parallèles entre elles, la relation (10) 
indiquant que æ0 et yo seront constamment liés par l'équation 


yo _ b? 
T9 |” ak 
ou encore ÿyo—=#"zo où 3 
k' = C4 
Par a enr les milieux de toutes les cordes parallèles sont situés 
sur Ja même droite | 
y=k'x. (12) 
3) Supposons enfin que la courbe indiquée soit une parabole 
= 2px (13) 


(fig. 68). Désignons par k le coefficient angulaire commun des cordes paral- 
lèles. L'équation de chacune de ces cordes peut être alors posée comme suit 


y—=ke+l. (14) 
Remarquons tout d'abord que les cordes de la parabole ne peuvent être 


parallèles à son axe (car toute droite parallèle à l'axe ne coupe la para- 
bole qu’en un seul point) ; donc k -Æ 0. 


8—577 
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 Cherchons les extrémités de la corde déterminée par l'équation (14) pour 
une valeur quelconque de Z. Résolvons le système composé des équations (13) 
ét (14) et éliminons y. Nous aurons: : | 


kBx2-L9 (HI p) x+12—0. (15) 


Etant donné que À 0, l'équation (15) est une équation du second 
degré. Les racines de cette équation sont les abscisses des extrémités M; 


ÿ L/ 


ou encore 


Fig, 68 


et M: de la corde. Soit Mo (20; Yo) le milieu de cette. même corde. On a 
_41T%2. 


Te) , 
en vertù du-théorème sur la somme des racines de l'équation du second 


degré : 7. 
Lit To—= — ER) . 


Par conséquent, xp — P _ « Connaïissant x9, nous trouverons yo à partir de 


l'équation (14): . 
Vo= koi k EE Hi à. 


Ainsi donc, : 
=, =. (16) 


En faisant varier { dans cette expression, nous obtiendrons les coordon- 
nées du milieu des cordes parallèles entre elles de la parabole. On voit en 
même temps à l'aide de la relation (16) que yo restera constamment égal 


au nombre +..par conséquent, les milieux des cordes sont situés sur la 


droite 
A 
y= D (17) 


parallèle à l'axe des abscisses et en même temps parallèle à l'axe de la parabole. 
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Nous pourrions dire maintenant que le théorème est démontré entièrement 
s’il n’y avait un défaut dans la technique de nos calculs. En effet, nous avons 
présenté les cordes des courbes du deuxième ordre à l’aide d'équations (de forme 
y == kx + 1), ayant un coefficient angulaire. Nos calculs deviennent par consé- 
quent vides de sens si les droites considérées sont parallèles à l’axe Oy (car les 
droites parallèles à l’axe Oy n'ont pas de coefficient angulaire). Toutefois pour 
de telles cordes le sens du théorème résulte directement des propriétés de symétrie 
de l’ellipse, de l'hyperbole et de la parabole. En effet, l’ellipse, l'hyperbole 
ot la parabole déterminées par les équations (4), (7) et (13) sont symétriques 
par rapport à l’axe Oz. Par conséquent, même dans le cas où les cordes sont 
parallèles à l'axe Oy, leurs milieux sont situés sur la même droite (l’axe Ox). 

410. La droite traversant en leur milieu les cordes parallèles d'une courbe 
du second degré est appelée diamètre de cette courbe. 


Tous les diamètres de l'ellipse et de l'hyperbole passent par leur centre, 
ce qui est évident géométriquement parlant (car le centre est le milieu de toute 
ce PET par ce centre) et ce qui découle également des équations (6) et (12) 

un : 


._ En vertu de l'équation (17) tous les diamètres de la parabole sont parallèles 
à son axe. 


porn encore quelques propriétés des diamètres de l’ellipse et de l’hy- 
perbole. 
Considérons l’ellipse 
x? y 
art 
Soit k le coefficient angulaire de l'un quelconque de ses diamètres. Traçons 
parallèlement à ce diamètre des cordes de l'ellipse. Le lieu géométrique de leurs 


milieux est un autre diamètre, dit conjugué au premier. Le coefficient angulaire 
de ce second diamètre 4’"est déterminé par l'égalité (5) ou 


KR mme —— , (18) 


.  Cherchons à présent le diamètre conjugué au diamètre dont le coeffi- 
cient angulaire est ’. Analogiquement à ce qui vient d’être exposé, le coef- 
ficient angulaire k” de ce nouveau diamètre sera déterminé par l'égalité 

b2 
LE À DSTRNE 
k'k"— TE + 
D'où et en vertu de (18) nous avons 4” = k. 
Par conséquent, si l'un des diamètres de l’ellipse est conjugué à un deuxième 
ce dernier est conjugué au premier. C'est pourquoi on appelle ces diamètres réci- 


8% 
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proquement conjugués ou simplement conjugués. La relation (18) est appelée con- 
dition pour que deux diamètres de coefficients angulaires # et £’ soient conjugués. 
On peut exprimer comme suit le fait que deux diamètres sont conjugués 
réciproquement: si l’un des deux diamètres de l'ellipse coupe en leur milieu les 
cordes parallèles au second, ce dernier coupe en leur milieu les cordes parallèles 
au premier (voir fig. 69 ; ce graphique illustre également un corollaire intéressant 
de la proposition ci-dessus: les tangentes à une ellipse aux extrémités d’un 
de ses diamètres sont parallèles entre elles et parallèles au diamètre conjugué). 
Tout ce qui vient d’être dit au sujet des diamètres de l’ellipse s'étend direc- 
tement aux diamètres de l'hyperbole, La seule restriction est que la formule 
exprimant la condition pour laquelle les diamètres de l'hyperbole seront conju- 
gués est quelque peu différente de la relation (18). Précisons. Si l’hyperbole 
est déterminée par l'équation 
x2 ya 
PTT: ln 
la condition à laquelle ses diamètres de coefficients angulaires & et 4’ 
seront conjugués est . | 


kk’ ST: (19} 
Cette relation découle de l'égalité (11). | 
Remarque. Les axes de symétrie de l’ellipse et de l’hyperbole sont des 
diamètres conjugués, car chacun d'eux coupe en leur milieu les cordes parallèles 
au deuxième axe. Les axes dé symétrie se distinguent des autres diamètres du 
fait que ce sont des diamètres qui sont non seulement conjugués mais aussi per- 


pendiculaires entre eux. 


$& 39. PROPRIÉTÉS OPTIQUES DE L'ELLIPSE, 
DE. L'HYPERBOLE ET DE EA PARABOLE 


111. Les propriétés optiques sont parmi les propriétés les plus remarquables 
de l'ellipse, de l'hyperbole et de la parabole. Ces propriétés montrent notamment 
que c’est dans la physique qu'il faut chercher l’origine de la dénomination des 
foyers. 
: Formulons-les tout d’abord d'un point de vue purement géométrique. 

1. La tangente à l’ellipse en un point M forme des angles égaux avec les 
rayons focaux F,M et F.M et passe en dehors de l'angle #,MF3 (fig. 70,a). 

2. La tangente à la parabole en un point M forme des angles égaux avec le 
rayon focal FM et avec la demi-droite issue du point M et parallèle à l’axe de la 
parabole dans la direction où la parabole s’étend. à l'infini (fig. 70,b). | 

3. La tangente à l'hyperbole en un point M forme des angles égaux avec les 
rayons focaux F,M et F,M et passe à l’intérieur de l'angle F;MPF2 (fig. 70,c). 

Nous ne nous arrêterons pas à la démonstration de ces propriétés. Bornons- 
nous à remarquer que pour les démontrer par le calcul il faut savoir exprimer le 
coefficient angulaire de la tangente connaissant l'équation de la courbe et le 
point de contact. Les règles adéquates sont fournies par l'analyse mathématique. 
Pour rendre évident le sens physique des propriétés énoncées, imaginons que 
l'ellipse, l'hyperbole et la parabole tournent autour de l'axe sur lequel sont 
placés les foyers. Elles engendrent ainsi des surfaces dites respectivement ellip- 
soïde, hyperboloïde et paraboloïde de révolution. Une surface réelle de cé genre, 
amalgamée, représente respectivement un miroir elliptique, hyperbolique et 
parabolique. Compte tenu des lois de la réflexion de la lumière que nous fournit 
l'optique, nous pouvons conclure que: 

1. Si la source lumineuse se trouve à l’un des foyers d’un miroir elliptique, 
les rayons lumineux réfléchis convergent à l’autre foyer. 
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2. Si la source lumineuse se trouve au foyer d’un miroir parabolique, les 
rayons réfléchis par le miroir se dirigent parallèlement à l'axe. 


M, 
F 
(a) (8) (£) 
Fig. 70 


3, Si la source lumineuse se trouve à l'un des foyers d'un miroir hyperbolique, 
ses rayons réfléchis par le miroir poursuivront leur chemin de la même manière que 
s'ils étaient issus du deuxième foyer. 


C'est sur la propriété des miroirs paraboliques que nous venons d'indiquer 
qu'est basé le principe des projecteurs. 


$ 40. L'ELLIPSE, L'HYPERBOLE ET LA PARABOLE EN TANT 
QUE SECTIONS CONIQUES 


112. Le théorème suivant jette une lumière nouvelle sur la nature géomé- 
trique des ellipses, des hyperboles et des paraboles. 


Fig. 71 


Théorème 14. La section d’un cône de révolution par un plan qui ne 
passe pas par le sommet de cône est une ellipse, une parabole ou une hyperbole. Si 
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le plan ne coupe le cône qu'une fois suivant une courbe fermée, cette courbe est une 
ellipse. Si le plan ne coupe qu'une fois le cône suivant une courbe non fermée, cétte 
courbe est une parabole, Si le plan coupe le cône deux fois, la courbe obtenue est 
une hyperbole (fig. 71). | 

La justesse de ce théorème découle de certaines considérations qui seront 
exposées plus bas (voir n° 264). | 

Il est facile de voir sur {a fig. 71 qu’en faisant tourner le plan sécant autour 
de la droite PQ nous ferons varier la forme de la section. Etant initialement une 
ellipse, par exemple, elle deviendra pour un instant une parabole pour se trans- 
former ensuite en hyperbole. Elle sera une parabole lorsque le plan sécant sera 
parallèle à un plan tangent à la surface du cône. 

Conformémen: à ce qui vient d'être exposé dans ce paragraphe, on appelle 
l’ellipse, l'hyperbole et la parabole sections coniques où simplement coniques. 


CHAPITRE VI 


SIMPLIFICATION DE L'ÉQUATION GÉNÉRALE 
D'UNE COURBE DU SECOND DEGRÉ 


$ 4. NOTATION STANDARD DE L'ÉQUATION GÉNÉRALE 
DU SECOND DEGRÉ 


113. La tâche principale que nous nous proposerons dans les 
paragraphes suivants sera la simplification de l'équation générale 
du second degré 


Az? + Bzy +Cy°+ Dr + Ey+F=0 


et la définition du même coup de toutes les variétés de courbes du 
second degré. La simplification de l'équation générale du second 
degré est obtenue par une transformation adéquate du système de 
coordonnées. Nous montrerons qu'en adoptant de nouvelles coordon- 
nées nous pourrons réduire toute équation du second degré à une 
forme ne contenant pas plus de trois monômes dans le: membre 
gauche. 

Avant d'aborder la solution du problème ainsi posé, nous ferons 
une remarque de caractère purement technique. Dans la plupart des 
formules de la théorie des courbes du second degré les coefficients 
B, D et E se trouvent divisés par 2. Aussi sera-t-il plus commode 
d'inscrire comme suit l’équation générale du second degré : 


Az + 2Bxy + Cy? + 2Dz+2Ey+F=0. (1) 


Autrement dit, nous désignerons par les lettres B, D et Æ la 
moitié des coefficients correspondants. Par exemple, si nous 
avons l'équation 


a? + 3xy + 2ÿ9 + 0x + 4y +1=0, 


nous entendrons que 


d 
A=1, B=5; C=2, D=+, E=2, F=i. 


Nous n’userons dorénavant que de l'écriture (1) de l'équation 
générale du second dégré. Nous appellerons les nombres 4, B, C, 
D, E, F coeîficients de l'équation (1) (pour les lettres B, D et E 
nous savons que cette dénomination est conventionnelle). 
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$& 42. SIMPLIFICATION DE L'ÉQUATION D'UNE COURBE 
DU SECOND DEGRÉ PAR TRANSFERT DE L'ORIGINE DES COORDONNÉES 


AU CENTRE 
114. Soit l'équation d’une courbe du second degré 
Az? + 2Bxy + Cy + 2Dx+2Ey+F=0. (1) 


Voyons tout d'abord comment se transforme cette équation lors 
d’une translation parallèle des axes. Supposons que les axes de coor- 
données soient déplacés parallèlement à eux-mêmes de façon que 
l’origine des coordonnées se trouve au point S (xo; yo). Désignons 
par x et y les anciennes coordonnées d’un point quelconque du plan 
et par x et y les nouvelles coordonnées du même point. Nous aurons 
alors (voir n° 27). 


T=Z+ T0 Y = Y + Yo. (2) 


En substituant aux anciennes coordonnées de l'équation (1) les 
expressions obtenues les exprimant à l’aide des nouvelles coordon- 
nées, nous aurons : 


Ar? + 2Bxy + Cy? + 2Dzx + 2Ey + F— 
= A(Z+ 20) + 2B (+ 20) (Y + yo) + C (y + yo)? + 
+2D(z+20)+2E Y+v)+F= 
= A + 2Bzy + Cy? +2 (Azo + Byo+ D)z+ 2(Bro+ Cyo+ E) y + 
+ (Ar + 2Btoÿo + Cyi + 2Dxo + 2Eyo-+ F). 


Nous voyons que dans le nouveau système de coordonnées. les 
coefficients des termes du second degré restent inchangés. Par contre, 
les coefficients des termes du premier degré et le terme constant 
changent. Introduisons les désignations suivantes: 


D = Axo+ Byo+ D, (3) 
F = Az + 2Broyo + Cu + 2Dx9 + 2Eyo-F. (5) 


L'équation de la courbe considérée se ramènera à la forme sui- 
vante : 

Az + 2Bry+Cÿ+2Dz+2Ey+E —0. (6) 

115. Essayons de choisir le point S de façon que dans l'équation 

transformée les termes comprenant les coordonnées courantes au 

premier degré soient éliminés, autrement dit de façon que D — 0, 

Æ —0. Il faut pour cela que les anciennes coordonnées du point S 
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satisfassent au système de deux équations : 
Axo + Byo+ D =0, | 
Bzxo + Cyo + E =0. 
Nous trouverons le point S si le système (7) est compatible, 
autrement dit si ce système a une solution. Après transfert de l’ori- 
gine des coordonnées au point $, l'équation de la courbe considérée 
prend la forme: 


(7) 


AT +2Brÿy+CR+É = 0. (8) 
116. Remarquons à présent que de l'équation (8) découle l’éga- 
lité 
A(—2+2B(—2)(— 0) +C(— + F0. 
Par conséquent, si un point M (z: y) appartient à la courbe con- 
sidérée, le point N (—x: —y) appartient également à cette courbe 


ÿ 


Fig. 72 


(voir fig. 72 où la courbe est représentée sous forme d’une ellipse). 
Nous voyons que les points de la ligne considérée sont disposés par 
paires symétriques par rapport à la nouvelle origine des coordonnées, 
c'est-à-dire par rapport au point S. 

S'il existe dans le plan un point par rapport auquel tous les points 
de cette courbe sont disposés par paires symétriques, ce point est appelé 
“centre de la courbe. 

Par conséquent, Le sens géométrique de la transformation des coor- 
données à la suite de laquelle l'équation d'une courbe du second degré 
se ramène à la forme (8) consiste en ce que l'origine des coordonnées 
vient coïncider avec le centre de cette courbe. 

117. Conformément à ce qui vient d’être exposé, les solutions 
(Zo, Yo) du système (7) déterminent le centre de la cour- 
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be donnée (dans le système initial de coordonnées). C’est pour- 
quoi on appelle les équations (7) équations du centre. 

‘La réciproque est vraie: si un point quelconque est le centre 
d'une courbe du second degré, les coordonnées de ce point consti- 
tuent la solution du système (7). 

Nous ne démontrerons pas cette réciproque, car elle n’est pas 
nécessaire pour la question qui nous intéresse. Nous devons, en 
effet, choisir la position de la nouvelle origine des coordonnées de 
façon que l'équation (1) se ramène à la forme (8). Ce but est atteint 
par la solution du système (7). Le point que nous avons ainsi défini 
est le centre de la courbe considérée, ce que nous avons démontré 
sans difficultés. Mais prouver qu’il n’y a pas d’autres centres que 
ceux qui sont déterminés par la solution du système (7) serait s’écar- 
ter de la solution de notre problème. En fait, notre exposé ultérieur 
n’aura aucunement à souffrir si nous nous appuyons sur des consi- 
dérations purement algébriques et convenons d'appeler centre de la 
ligne donnée tout point dont les anciennes coordonnées satisfont au 
système (7) (autrement dit, un point tel qu’une fois l’origine des 
coordonnées placée en ce point, l'équation de la courbe prenne la 
‘forme (8)). | 
118. Désignons par 6 le déterminant de l'équation (7) 


À B. 
B C|' 


La grandeur Ô — AC -— B* est composée des coefficients des 
termes du second degré de l'équation (1) et est appelée discriminant 
de ces termes. 

” Si ô 0, le système (7) est compatible et déterminé, autrement 
dit le système a une solution et une seule (voir Appendice, n°5 2-4). 
En vertu de ce qui vient d’être indiqué, la courbe possède un centre 
et un seul. 

Une courbe du second degré n'ayant qu'un seul centre est dite courbe 
centrale (ou conique à centre). 

L'inégalité 6 -£Æ O est l'indice d'une conique à centre. Pour 
ô = 0 les coordonnées du centre d'une courbe du second degré peu- 
vent être exprimées par les formules 


Ô — 


B Le | ( 
C E E B 
|B C B C 


(ces formules sont obtenues en appliquant les formules (8) du $ 1 
de l’Appendice au système (7)). 
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119. Le terme de degré zéro F" dans l'équation (8) est exprimé 
par la formule assez compliquée (5). On peut considérablement sim- 
plifier cette expression, En effet, le regroupement des termes du 
membre droit de la formule nous donne: 


F=(4t0+ Byo+ D) 20+(Bro+Cyo+E) Yo+ (Dro+ Eyo+ F). 
D'où et en vertu du us (7) 


120. Si 5-0, a (10) peut être encore transformée 
en appliquant les formules (9). En remplaçant x et yo dans le 
membre droit de (10) d'après les formules (9), nous aurons: 


B D D À À B 
lc eltEle elle C (11) 
B C 


Le numérateur de la fraction obtenue peut être inscrit sous 
forme d’un déterminant du troisième ordre : 


B D A A P 
g[+E e lt lp cl BCE, (12) 
| | DEF 
Nous désignerons ce déterminant par le symbole A: 
A BD 
BC E|=A. (13) 
DEF 


On appelle ce déterminant discriminant. du membre gauche 
de l'équation générale du second degré. 
En vertu des égalités (11) et (13), 


F— F : (14) 
L'équation (8) se réduit donc à la forme: 
AB + 2B7y + Cp? +R —0. (15) 
Exemple. Soit l'équation. | 
02 Sy + 5y2— 187 — 18y LI—= 0, 
Montrer que cette équation détermine une conique à centre, trouver son 


centre et simplifier l'équation donnée en plaçant l'origine des coordonnées 
en son centre. 
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Solution. Calculons tout d'abord à : 
5 4 
Ô = 2 5 — 9, 


Etant donné que Ô 0, l'équation donnée détermine une conique 
à centre. Les coordonnées du centre peuvent être trouvées à l'aide des équa- 
tions (7) qui prennent en Ce cas la forme suivante : 


5x0 + 4yÿo —9=0, 

&zo + 5yÿo —I9=0. 
La solution de ce système sera : 

To], Yo = 1. 


Portons l’origine des coordonnées au point (f; 1). Les coordonnées de 

tous Les points du plan seront transformées conformément aux formules : 
2241, y=y+i, 

et l'équation donnée prendra l'aspect suivant : 
5x2 + 8x y + 5ÿ8+ F0. 

On peut calculer le terme de degré zéro À d’après les formules (10) 
ou (14). Ce qui donnera : F——9, Ainsi dans le nouveau système de coor- 
données x, y, l'équation prend ia forme : 

572 Sxy + 5y2— 9 0 


{au n° 123 nous simplifierons encore cette équation, en déterminant en même 
temps la forme et la position de la courbe du second degré qu'elle déter- 
mine). 


$ 43. FORME RÉDUITE DE L'ÉQUATION D'UNE CONIQUE À CENTRE 
121. Soit l’équation 
Az? +2Bzy + Cy? +2Dz+2Ey+F—0. (1) 


Supposons que Ôô — AC — B*- 0, Le système (7) du $ 4 a 
alors une seule solution bien définie (xo, yo). Plaçons l'origine d'un 
nouveau système de coordonnées au point (25; Yo), c'est-à-dire au 
centre de la courbe donnée et transformons l'équation (1) d’après 
les formules | | 


t= 2470, y=Yy+ Yo 


il vient : | 

Az? + 2Bzy + Cy?+F =0, (2) 
où F est déterminé par la formule (10) ou la formule (14) du $ 42, 
Les simplifications ultérieures sont obtenues par rotation des nou- 
veaux axes de coordonnées. 


122. Tournons les axes de coordonnées autour de la nouvelle ori- 
gine d’un angle quelconque «. Les coordonnées d’un point quelconque 
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du plan se transforment alors suivant les formules 
x = x COS &— y’ Sin &, 
y—y'sina+y cos a, (3) 


où x’ et y’ sont les coordonnées du même point par rapport aux axes 
après rotation (voir formule (4) $ 9). _Remplaçons dans le membre 


gauche de l'équation (2) les variables zx et y par leurs expressions (3). 
On a 
A—2Bry+Cÿ+F— 
= À (x' cos « — y" sin a)? + 2B (x’ cos a — y’ sin à) (x” sin & + 
+ y’ cos) + C'(x’ sin & + y’ cos œ}? +- F. 
Ouvrons les parenthèses et groupons les termes par puissances 
décroissantes des nouvelles variables zx’ et y’. Mettant ensuite en 


facteur les nouvelles variables dans chaque groupe obtenu de nou- 
veaux termes, nous trouvons: 


A+ 2Bry+Cp+F—A'x249B'xy +C'y?+E, (4) 


où À’, B', €” désignent les expressions entre parenthèses. Par con- 
séquent, 


— À cos? «à + 2B sin «& cos « + C sin? @, (5) 
B'— — Asinacosa+Bcos*a—Bsina+Csinacosæ, (6) 
C’ = A sin? 4 — 2B sin à cos & + € cos? a. (7) 


123. Afin de simplifier cette équation, nous nous efforcerons de 
choisir l’angle & de façon à éliminer le terme comprenant le produit 
des coordonnées courantes, autrement dit de façon que B” = 0. 
L'équation aura alors la forme: 


A'x'?+C'y+F-0. (8) 
Cherchons donc cet angle «. Posons B’—0. En vertu de la 
formule (6) nous trouverons pour l'angle inconnu l'équation : 
— À sin & cos à + B cos? & — B sin? & +-C sin a cos & — 0, 
ou encore 
B sin* & + (A —C)sin « cos à — B cos’ a — (0. (9) 


Supposons que B 0 *; il résulte alors de l’é équation (9). que 
cos à = O (car lorsque cos & — 0 nous avons sin? & — À, ce qui, vu 
l'inégalité B -£ 0, est en contradiction avec l'équation (9)). Divi- 


* SiB — 0, l'équation initiale (1} a déjà la forme requise et il n’est pas néces- 
saire de la transformer. 
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sant tous les termes de l'équation (9) par cos” &, nous lui donnons 
la forme 


Bigta+(4—Cjtga—B=—0. (40) 
A AT EEE", (41) 


Etant donné que (C—A} + 4B? > 0, le membre droit de là der- 
nière égalité est une valeur réelle. Par conséquent, l’angle cherché & 
existe et est déterminé par la formule (11) (quel que soit le signe 
+ que nous choisissions). 

Nous avons donc démontré que toute équation de forme (2) 

peut êtré ramenée à la forme (8). 
. Remarque. L'équation (10) permet de déterminer tg @, 
alors que dans les formules (3) ce sont sin &« et cos &« qui entrent 
en jeu. On peut calculer sin & et cos « connaissant tg &« en usant des 
formules connues de trigonométrie : 


sin a = —"#8% __, cos}, (12) 
+ ViFigia EE Vi+tg x 


La seule précaution à prendre est d'accorder les signes devant 
les racines carrées dans ces formules avec le signe de tg &. Si, par 
exemple, nous avons choisi tg & << 0, sin « et cos «& doivent de toute 
évidence avoir des signes contraires. Si, par. contre, nous avons choisi 
tg a >> 0, sin &« et cos « doivent avoir Is même signe. 


D'où 


Exemple. Simplifier l’équation 
522 + Bxy + 5y2— 187 — 18y + 9—0.: 


Trouver quelle courbe elle détermine et tracer la figure représentant la 
position de cette courbe par rapport aux axes de coordonnées. 

Solution. Nous avons déjà examiné cette équation dans l’exemplé du 
n° 120. Elle détermine une conique à centre, car 6 2 le centre est le point 


S (1; 1). La transformation des coordonnées + = x z + 1 — y + 1, qui corres- 
pond au transfert de l’origine au centre, réduit cette Scation à la forme 
572 + Éry +52 — 9 —0 (+) 


(voir n° 120). Les simplifications ultérieures de l'équation obtenue seront effec- 


tuées conformément au plan proposé dans les n°5 122-123. Tournons les axes 
de coordonnées SX et SY d'un angle & déterminé par l'équation (10). On a 


tga—1=0, 
d'oùtgæ — + {. Choisissons l'une de ces deux solutions, par exemple tg « — +1. 
La rotation des axes d'un angle & correspond à une transformation des coordon- 
nées suivant les formules 


zx cosa—y’'sina, y—zxsin ay” cos a. 


% 
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Dans le cas qui nous intéresse iga=—1. Par conséquent, 


4. 1 
COS Q= + —— SIN QŒ=+——. 
7 V2 
Prenant les valeurs positives, nous avons : 
Ty" + y" 
€ —= y — ; 


V2 ” V2 
Remplaçant x et y par ces expressions dans. l'équation (*), nous obte- 
nons | 


(a NA-8 (er) ("HU ES (EH ons pen 


5x3 Sey + 5y2= 
Par conséquent, dans le système de coordonnées x’ et y’ l'équation de la 
courbe donnée prend la forme 


Ox'2+y2—9—0, 
soit À ; 
z! y’ 
ET HS 
C'est précisément l'équation canonique d’une ellipse dont les demi-axes sont 
a = 1 et b = 3. Son centre est situé au point $ dont les coordonnées sont (1; 1} 
dans le système initial,-et-dont les axes de symétrie coïncident avec les axes de 
coordonnées Sz’ et Sy’ (fig. 73). 


y" 


Fig. 73 


124. Notre but immédiat est. de déterminer quelles figures 


géométriques peuvent être déterminées par l'équation (8). Nous 
démontrerons à cet effet le lemme suivant. 

Lemme. Si À’, B', C’ s'expriment à l'aide de 4, B, C par 
les formules (5), (6) et (7), alors 


A'C’—B"= AC — B?. 
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Démonstration. Multiplions les termes des égalités (5), 
(6), (7) par 2 et appliquons les formules de trigonométrie sui- 
vantes : 
2cos? a — 1+cos 24, 2sinacosa—=sin 24, 2sin?a— 1—cos 2x: 
il s’ensuivra : 

2A'=(A+C)+1[(4 —C) cos 2a + 2B sin 2a], 

2B' = —(A4—C) sin 24 + 2B cos 2a, 

2C'=(A+C)—[(4—C) cos 2a-+ 2B sin 2a]. 
D'où | 

4A'C'— 4B"?= (A +CP —[(4 —C) cos 2a + 2B sin 2a]J° — 
— [(4— C) sin 2a — 2B cos 2a]° = 
={(A+C)}—(AÀ—-C)ÿ — 4B?— 4AC —4B?. 

Par conséquent, A4’C’ — B'?=— AC — B?, ce qu’il fallait démontrer. 


Nous pouvons démontrer à présent Une proposition importante : 
si l'équation 


Az + 2Bay + Cy®+2Dz+2Ey+F =0 (1) 


détermine une conique à centre (ô— : AC—B?-Æ0), les deux coefji- 
cients A' ét C’ de l'équation réduite 


A'z 2LC'y 2t F0, (8) 
seront différents de zéro (A Æ0, C"-Æ0). 
Démonstration. Etant dunné que B° — 0, A'C" — B'— 


= A'C'. Mais en vertu du lémme A’C' — B'? — AC — B? = 6. 
D'où A'C’ = ôÔ 0, et par conséquent, 4’ = 0 et €’ -£ 0. Ce qu'il 
fallait démontrer. 

Remarque. La démonstration que nous venons de donner 


indique que 
A'C' = AC — B!. (15) 


De plus, il résulte de façon évidente des formules (5) et (7) 
du n° 122 que 
._A'+C'=A4+cC. (14) 
Les égalités (13) et (14) permettent de trouver À’ et C’ connais- 
sant À, B et C. Souvenons-nous encore de la formule (14) $ 42, selon 
laquelle F s'exprime sous forme de rapport entre À et 6. Par consé- 
quent, Les trois coefficients A',C’ et À de l'équation (8) peuvent être 
obtenus directement d'après les coefficients de l'équation (1) sans avoir 
recours à la réduction de l'équation (1) à la forme (8) par transforma- 
tion des coordonnées. 
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125. Nous appellerons l'équation du second degré elliptique si 
Ô = 0, hyperbolique si 6 < 0 et parabolique si Ô — 

ILest évident que toute équation d’une conique à centre (c'est-à- 
dire toute équation où ô = 0) est soit elliptique soit hyperbolique. 

Pour l'équation réduite (8) nous avons: A’C’ — ô. Donc, l’équa- 
tion (8) est elliptique pour A'C” => 0 et hyperbolique pour À’C” < 0. 
Les deux points suivants du présent paragraphe seront consacrés à 
l'analyse de l'équation (8) pour les cas respectifs où 4'C" => 0 et 
A'C' << 0. Modifions au préalable la forme de l'équation (8). Faisons 
passer le terme de puissance zéro dans le membre droit de l'équation 
après quoi désignons le membre droit (compte tenu du signe) par la 
lettre Æ ; de plus, laissant pour le moment de côté l'origine de l’é- 
quation. (8), supprimons les indices des lettres. On a: 

Az? + Ci = H. (15) 

126. Supposons l'équation (15) elliptique. Alors AC >> 0, autre- 
ment dit les coefficients À et C sont de même signe. Pour éviter toute 
équivoque, considérons que c'est le signe plus (ce qu’on peut tou- 
jours obtenir en changeant tous lés signes des termes de l'équation 
(15)). Quant à À, il est évident que trois cas peuvent se présenter : 
H > 0, H<0O et H — 0. Voyons chacun de ces trois cas. 

1) Si H >> 0, l'équation (15) définit une ellipse. Pour nous en 


convaincre, modifions la forme de l'équation (15) et écrivons-la 
comme suit 


x? y3 
SALE 
A C 
Remarquons à présent que comme L et À sont des nombres 


positifs, les nombres Ve et +VÈ sont réels. Désignons le 
premier par a et le second par b: 


JE H 
a=+VE, 6er. (16) 

D'où 

H H _,, 

A to 
et nous aboutissons à ne 

. 
7 + b2 = 1, 


qui est, comme on sait, l'équation canonique de l'ellipse. 
2) Si H— 0, seul le couple de nombres réels 
z=0, y=0 
satisfait à l’équation (15), 
9—577 
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Par conséquent, pour À = 0 l'équation (15) définit un seul point 
(l'origine des coordonnées). C est, par exemple, le .cas de l'équation 
2° + 4y? = 0. 

Dans le cas Æ — 0 on appelle habituellement l'é équation (15) 
équation d’une ellipse dégénérée. Voici l'origine de cette dénomina- 
tion. Si. À —- 0 (étant supérieur à 0), on voit, d’après les formules 
(16), que a + 0 et b— 0, ce qui signifie que l’ellipse définie par 


y 


Fig. 74 


l'équation (15) tend vers un point (fig. 73). Ce processus de « dégéné- 
rescence » de l’ellipse qui correspond à la transformation de l’équa- 
tion Az* + Cy° = H en l'équation Az? + Cy — Ô nous porte à 
appeler cette dernière équation équation de l’ellipse dégénérée. 

3) Si H << 0 aucune valeur réelle. de x et y ne peut satisfaire à 
l'équation (15), car le membre gauche de cette équation ne peut en 
aucun cas être négatif. Par conséquent, pour H << 0 l'équation (15) 
ne définit aucune figure. géométrique sur le plan. C'est par exemple 
le cas de l’équation 

x? + 4y? = — 16. 

Pour H<0 l'équation (15) est habituellement appelée équation 
d'une ellipse imaginaire. 

127. Supposons à présent que l'équation 

Az? + Cy — H (15) 

soit hyperbolique. Alors AC << 0, autrement dit les coefficients À 
et C sont de signe contraire. Posons pour éviter toute confusion que 
A > 0 et C 0 (ce que l’on peut toujours obtenir en changeant les 
signes de tous les termes de l'équation (15). Quant à A, il est évi- 
dent’ que trois cas sont possibles, soit 4H => 0, H <0 et H — 0. 
Examinons chacun de ces trois cas. 

1) Si H>0 ou si H<LO, l'équation (15) définit une hyperbole. 
Pour le démontrer, modifions la forme de l’équation (15) que nous 
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écrirons 
x? Z 
A  C 


cor donné de A > 0 et C < 0, nous aurons . le cas à 


H> 0 À T> 0et € Le 0 ; par conséquent, dans ce cas D E'et 7 => 


sont dés Sos réels. Les désignant cn. par a et b. 
nous aurons : | 

H H | 

7. — a, CT = — b?, (18) 


En remplaçant _. et + dans l'équation (17) par les seconds 
membres de ces égalités nous trouvons 


x? y? 
CT: D 1. 
C’est l'équation canonique de l'hyperbole (dont l'axe transverse 
est Ox). 
Si H<0 nous aurons 


À <0 et 2 > 0. 


Nous introduirons alors les notations suivantes 


PS 
d’où 
H H 
A Cd © 0 (45) 


En vertu des dernières égalités l'équation (17) se réduit à la 
forme 


à 
EVE = 4. 


C'est également /’ équation canonique de l’hyperbole (ayant pour 
axe transverse l’axe Oy). 


2) Si H=—0, l'équation (15) prend la forme 
Az? + Cy? = 0 
ou 
VAz+V —Cy)(VAz—V —Cy)=0 (20) 


(étant donné que A>9 et C<0, les nombres J À et} —C sont réels) 
En vertu de l'équation (20), nous avons soit 


V Az+V —Cy—0, 
9 * 
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soit 


VAz-V —Cy=0. 


Chacune de ces équations définit une droite passant par l’origine 
des coordonnées. D'où nous pouvons conclure que pour H —0 
l'équation hyperbolique (15) définit une paire de droites qui se coupent 
(à l’origine des coordonnées). Par exemple, l'équation x? — 4y5 = 0 
définit une paire de droites | 


zt2y=0 et x—2y—0. 


Pour H = 0, on convient d'appeler l'équation (15) équation de 
l'hyperbole dégénérée. L'origine de cette appellation est la suivante. 


Fig. 75 


Pour ‘des valeurs constantes de À et C et différentes valeurs de H 
l'équation (15) définit diverses hyperboles (fig. 75). On voit par 


les formules (48) et (49) que le rapport _ reste invariable et que 


par conséquent toutes ces hyperboles ont les mêmes asymptotes. 
Si H —> 0, a+ 0 et b —+ 0. (Ceci découle de même des égalités (18) ou 
(49).) Donc, l'hyperbole variable déterminée par l'équation (15) lors- 
que H +0 se rapproche indéfiniment des asymptotes fixes et se 
transforme à la limite en une paire de droites concourantes. 

Ce processus de « dégénérescence » de l’hyperbole correspondant 
à la transformation de l'équation hyperbolique Az? + Cy° = H en 
l'équation Az + Cy® — 0 constitue justement la raison pour laquel- 
le on donne à cette dernière équation le nom d'équation de 'hyper- 


bole dégénérée. 
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128. Ainsi donc, toute équation de conique à centre (ô = 0) est 
soit elliptique (ô = 0), soit hyperbolique (ô < 0). 

Toute équation elliptique est soit l'équation d’une ellipse ordinaire, 
soit l'équation d'une ellipse dégénérée, soit l'équation d'une ellipse 
imaginaire. Toute équation hyperbolique est soit l'équation d'une 
hyperbole ordinaire, soit l'équation d'une hyperbole dégénérée. 

129. Le paragraphe suivant est consacré à la simplification et 
à la discussion de l'équation parabolique 6 = 0. 


$ 44. SIMPLIFICATION DE L'ÉQUATION PARABOLIQUE 


130. Admettons que l'équation 
Az + 2Bxy + Cy°+2Dx+2Ey+F—0 (4) 


soit une équation para boli que, c'est-à-dire qu'elle satisias- 
se à la condition ô — AC — B? — 0. La condition $ — 0 étant 
remplie, le système d'équations du centre (7), $ 42, sera soit incom- 
patible, soit indéterminé. Dans le cas où les équations de ce système 
sont incompatibles, la courbe ainsi définie n’a pas de centre et il 
est donc impossible de simplifier l'équation suivant le plan des 
ss 42 et 43. Nous donnons plus bas un procédé qui permet de réduire 
n'importe quelle équation parabolique. 

131. Commençons par la rotation des axes. Supposons tout 
d’abord que les axes tournent d’un angle quelconque «&. Les coordon- 
ee x. et y d’un point quelconque se transforment suivant les formu- 
es 

L=2 pr 2 
y=4x sinat+y" cos, @) 
où zx’ et y’ sont les nouvelles coordonnées du même point. Passant 


dans le membre gauche de l’équation aux nouvelles coordonnées 
nous obtenons : 


Ax + 2Bzy + Cy? + 2Dx+2Ey + F = A (zx cos a — y'.sin a)? + 
+28 (x° cos a—y" sin &) (x" sin « + y" cosa) +C'(x sin & + y cos @}? + 
+2D(z cos a —y’sina)+2ÆE(x’sina<+y cos a)+F. 


Faisons disparaître toutes les parenthèses et groupons les termes 
suivant les puissances décroissantes des nouvelles coordonnées x” 
et y’. Mettant ensuite en facteur dans chaque groupe les nouvelles 
coordonnées, nous trouvons : 


A2 + 2Bzy + Cy?+2Dz+2Ey+F— 
— A'x2+9B'z'y + C'y249D'x L2E'y'+F", 
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où 
À’ = À cos? a + 2B sin & cos à + C sin? æ, (3) 
B'— — À sin & cos a + B cos? a — B sin? a + C'sin a cos @, (4) 
C'= A sin? « — 2B sin a cos a + C cos! «, (5) 
D'=Dcosa+E£Esine, (6) 
= — Dsina+E cos a, (7) 
F'=F. (8) 


Les formules (3), (4) et (5) ne se distinguent en rien des formu- 
les (5), (6) et. (D, n° 122. C'est pourquoi, faisant le même raisonne- 
ment qu’au n° 123, nous trouverons l’ angle a de façon qu'après rotation 
des axes d’un angle œ nous aurons B' = 0. Cet angle est déterminé 
par. l'équation (10), n° 125. | 

En vertu du lemme n° 124, nous avons A'C’ — B'? — AC — B? 
d'où A’C’ — 6, et comme ô — 0, A’C’ — 0. Nous concluons de la 
dernière égalité que soit À’ — 0, soit €” — 0. 

Ainsi donc, par une rotation appropriée des axes, toute équation 
parabolique (4) se ramène soit à la forme 


A'x'?+2D'x +2E'y +F'—0, (9) 
où À’: 0, soit à la forme 
C'y®+2D'x  +2E'y +F' =0, (10) 


où C’:Æ0. 


Du point de vue algébrique les équations (9) et (10) ne se distin- 
guent pas substantiellement l'une de l’autre (l’une se réduit à l’autre 
par substitution des dénominations des coordonnées et des lettres 
désignant les coefficients). C'est pourquoi il nous suffira de choisir 
l’une quelconque de ces deux équations. Prenons par exemple 
l'équation (10). 

132. On obtient une nouvelle simplification de l'équation (10) 
par translation des axes (après rotation). 

Commençons tout d’abord par poser l'équation de la façon sui- 
vante : 


: E’ 
/ 12 + = ap? tnt _ÿ" 
C'{y®+2 y) +20 = 7". 
Ensuite, en modifiant l'expression entre parenthèses, pour ob- 


tenir un carré parfait (et transformant en conséquence le membre 
droit de l'équation), nous aurons: 


C'(y2+2 LR y +) +2D'a = — F4 
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Pour abréger désignons tout le membre droit par AH’. On aura : 
c’ (+5) +2D'x =H". (11) 


‘Deux cas peuvent se présenter. 

4) D'=0. Dans ce cas l’équation (14) peut être transcrite comme 
suit : : 

u u E" 2 + / . H° Ù 
C (4 +) +2D (z —55)=0. (12) 

Déplaçons parallèlement les axes dx dans la direction de l’axe 
Ox' et dé vers l'axe Oy'. Les coordonnées de tous les points du 
plan changeront alors conformément aux formules : 


dt, 
La 


V=Y —2r. 


En passant aux nouvelles coordonnées dans l'équation (42), 

nous obtenons : 
C'y"?+2D'x = 0, 
ou encore 
ra 9 D' à 

ÿY'——a- rx. 

En posant — + — +p (nous choisirons le signe de façon que p 
soit positif), nous trouvons : 


y"? — 2pa" ou y'"— —2pr'. 


Chacune de ces équations est une équation canonique 


de la parabole. Par conséquent, pour D’ 0 l'équation (11) 
définit une parabole. 


2) D’ — 0. Dans ce cas l'équation (11) prend la forme : 
C'(y +4) =H". (13) 


Déplaçons les axes de coordonnées par translation parallele 
vers Oy' d’une grandeur — 5 . Les coordonnées de tous les points 
du plan se modifieront alors conformément aux formules : 

Ter. 


FETE L 
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Ramenant l'équation précédente aux nouvelles coordonnées, 
nous avons 


C'yÿ®=H", (14) 
d’où 
V=+t) =. (15) 


Supposons que C’ => 0. Alors pour H' >> 0 le membre droit est 
réel dans l'équation (15) et nous avons en vertu de cette équation 
deux valeurs différentes et constantes de y”, dont l’une est positive 
et l’autre négative. Par conséquent, pour H">>0 l'équation (14) 
définit une paire de droites parallèles (disposées de part et d'autre du 


nouvel axe des abscisses à une distance de VAS chacune). C’est le 


cas par exemple pour l'équation 4y”? = 9. | 

Pour H° = 0 nous trouvons à partir de (14) y” — 0, autrement 
dit une équation qui définit une seule droite (le nouvel axe des abs- 
cisses). D'ailleurs, on dit couramment que pour X' — 0 l’équation 
(14) définit deux droites confondues. Enfin pour H° < 0 le membre 
droit de l'équation (15) est imaginaire, et par conséquent l'équation 
ne définit aucune figure géométrique. C’est par exemple le cas de 
l'équation 4y"° — — 9. 

Ainsi donc, pour D’ — 0 l'équation (11) définit soit deux droites 
parallèles, soit deux droites confondues, ou ne définit aucune figure 
géométrique. I] est cependant d'usage en géométrie analytique de 
dire que dans le cas où D’ — 0 l'équation (11) définit une parabole 
dégénérée. Cette terminologie s "explique de la façon suivante. Si 
D' + 0, l'équation (11) se transforme à la limite en l'équation (13). 
Lorsque D' varie, la parabole définie par l'équation (11) se modifie 
également et lorsque D' — 0 elle s'allonge indéfiniment en se trans- 
formant en une paire de droites parallèles ou se déplace sur le plan 
et disparaît (s'échappe vers l'infini). Le processus décrit de « dé- 
générescence » de la parabole, correspondant à la transformation 
de l'équation (11) en l’équation (13), est à l'origine du nom donné 
à l'équation (13) que l’on appelle équation de la parabole dégénérée. 

133. Faisant le bilan de ce qui vient d'être exposé, nous en ve- 
nons à la conclusion suivante: toute équation parabolique du second 
degré (c'est-à-dire soumise à la condition 8 = 0) est die soit 
d'une parabole ordinaire, soit d'une parabole dégénérée. 

134. On dit souvent qu’une équation parabolique définit une 
courbe du second degré dépourvue de centre. Il convient de tenir 
compte du fait que cette terminologie est conventionnelle et ne 
reflète pas avec exactitude la nature des choses. Voici de quoi il 
s’agit. Une parabole ordinaire peut être à plein droit appelée courbe 
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non centrale car elle n’a pas de centre (géométriquement parlant, 
c’est évident : si la parabole avait un centre de symétrie elle ne pour- 
rait s'éloigner à l'infini en suivant son axe de symétrie dans une 
seule direction). Mais une parabole dégénérée a une infinité de 
centres. En effet, chaque point du plan situé à égale distance des 
deux droites parallèles est le centre de cette paire de droites parallè- 
les. Par conséquent, üne paire de droites parallèles a une droite des 
centres. Une paire de droites confondues coïncide avec sa propre 
droite des centres. | 


Exemple 1. Soit l'équation 
4x2 — &ry + yè— 2x — 14y +7 —=0; 
réduire cette équation à sa plus simple expression, déterminer quelle courbe du 
deuxième ordre elle définit et tracer le graphique établissant la position de cette 


ligne par rapport aux axes de coordonnées. 
Solution. Calculons tout d'abord ô: 


_2 17 
Etant donné que ô — 0, l'équation est une équation paraboliqué. Nous 
devrons donc suivre le plan que nous avons fixé au n° 131. Nous commence- 


rons par la rotation des axes. Nous déterminerons l'angle &« à partir de l’équa- 
tion (10), n° 423. Dans le cas présent nous aurons 


2tg.a—3tga—2—=0. 


D'où tg a— + ou tg «= 2; choisissons la deuxième de ces solutions. Etant 
donné que iga—2, nous trouvons d'après les formules (12), n° 123: 


1 TE | 
cos & Æ: sin œ VE 
Les formules correspondantes de transformation des coordonnées seront : 
g'—2y" 2%" +y" 
V5 V5 
En transformant d'après ces formules le membre gauche de l'équation don- 
née,. nous trouvons : 
4x2 — Hey + y — De — tAy LT = (27—- y) — 2x —14y +7—= 
5726 V5zx —27V/5y +7. 
Par conséquent, dans le système des coordonnées x’ et y’ nous avons 
l'équation .: 


L= 


5y"2—6 8% —2 VS y +7—0. (1) 


Dans l'équation (1) le coefficient devant z’ est différent de zéro; par cone- 
séquent, cette équation définit une parabole et nous pouvons la réduire à la form- 
C'y"? + 2D'x' = 0 (voir n° 132). Nous modifierons à cet effet la forme de l'équa- 
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tion (1) comme suit 
sfr + (15) 1-65 (> -VÈ) 0 


ou | 
, V5 2 6V5 : 4 5 _ 
ue à dut D ME <is 
Introduisons à présent de nouvelles coordonnées x" -et y”, en posant 


rs. 5 
z'=#%" LYS, y" =y 4 
b 5 
ce qui correspond à une translation parallèle des axes d’une grandeur égale à 


selon l'axe Ox’ et de S selon l’axe Oy’. Dans le système de coordonnées 
æ” et y" l'équation de la courbe donnée prendra la forme 
y'è= ! £ g", 


C'est l'équation d'une parabole dont le paramètre est p = V5 et le sommet se 


trouve à l'origine des coordonnées du système zx”, y”. .La parabole est disposée 


Fig. 76 Fig. 77 


symétriquement par rapport à l'axe des abscisses du système x”, y” et s'étend 
indéfiniment dans la direction positive de cet axe. Les coordonnées du sommet 


sont dans le système des coordonnées 2 y’ (5 . 15) . Elles sont dans le systè- | 


me z, y (— — à) . La position de cette parabole est indiquée sur la fig. 76. 


Exemple 2. Trouver le centre de la courbe 42? — 4xy + + 4x — 


TV. 
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Solution. Les équations du centre sont 
— 220 + Yo — 1 =0. 

Ce système est équivalent à l'équation 2z9— y9+ 1 = 0, et par conséquent 
la courbe possède une infinité de centres qui constituent la droite 27 — y+1— 
= (0. Remarquons que le membre gauche de l'équation donnée se décompose 
en facteurs du premier degré: | 

4r2— Any + ya + 4x — y —3 = (2x —y +3) (2x —y—1). 
La courbe considérée est donc une paire de droites parallèles: 2x — y + 3 = 0 
et 2x — y — 1 — 0. La droite 2r — y + 1 — 0, constituée par les centres, 
n’est rien d'autre que la ligne médiane de ces deux droites (fig. 77). É 


$ 45. L'HYPERBOLE EN TANT QUE REPRÉSENTATION GRAPHIQUE 
DE LA PROPORTIONNALITÉ INVERSE,. 
LA PARABOLE EN TANT QUE REPRÉSENTATION GRAPHIQUE 
DU TRINÔME DU SECOND DÉGRÉ 


135. On trouve souvent dans les mathématiques et leurs appli- 
cations des équations de forme zy — m ou y — _ (m = const # 0). 


On appelle une telle équation équation de proportionnalité inverse 
des grandeurs x et y. I est facile de montrer que dans un système de 
coordonnées cartésiennes orthogonales x, y une telle équation définit 
une hyperbole équilatère dont les asymptotes sont les axes de coor- 
données. on 

En effet, tournons les axes Or et Oy d’un angle & — 45°. Les coor- 
données de tous les points du plan se transforment alors suivant les 
formules : 


La ? 


z=zx'cosa—y'sina— 7} | 
LA La (1) 
La: , œ" + y | 
— x" sina@—+y" cos a — — , 
: | is V2.  J 


Transformant l'équation xy=m conformément aux formules (1) 
nous trouvons dans le nouveau systeme de coordonnées 
23  y'£ 
2m 2m 
Nous voyons que c'est l’équation canonique d’une hÿperbole équi- 
latère dont les demi-axes sont a = b — V2 | m |; ses asymptotes 
forment un angle de 45° avec lés nouveaux axes de coordonnées et 
coïncident, par conséquent, avec les anciens axes. Si le nombre m 
est positif, l'hyperbole considérée a pour axe transverse le nouvel 
axe des abscisses, si m est négatif, l’hyperbole a pour axe transverse 
le nouvel axe de coordonnées. Nous en concluons que, comme nous 
l'affirmions, l'équation zxy — m définit une hyperbole équilatère, 
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dont les asymptotes coïncident avec les axes de coordonnées. L'hyper- 
bole se trouve dans le premier et le troisième quadrant, si m => 0, 
et dans le deuxième et le quatrième quadrant, si m << 0 (fig. 78,a 
et D). 


(a) (b) 
Fig. 78 


En vertu de ce que nous venons d’énoncer, nous pouvons affir- 
mer que l’hyperbole équilatère est la représentation graphique de la 
“proportionnalité inverse, | 

136. L'équation | 

y=ax + br+e (a-ZÆ0) (2) 
définit une parabole dont l'axe de symétrie est perpendiculaire à l'axe. 
des abscisses; cette parabole sera ascendante si a => 0 et descendante 
si a 0. 

Pour démontrer ce qui vient d'être énoncé, il suffit de réduire 
l'équation (2) à sa forme canonique. Dans ce but transcrivons-la 
comme suit: 


ou encore 
2 2 
pastis t pr) +, (3) 


ou enfin 


—_h2 2 
Aa =a(z+) | 
Déplaçons à présent l’origine des coordonnées au point (—+ 


2a ; 
—_b2 — | 
e é } . Alors les coordonnées de tous les points du plan se trans- 
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forment d'après les formules : 
Læ D, . + 4ac—b? 
TL Y—=Y + Zn 


et dans le nouveau systeme de coordonnées l'équation (3) prend la 
forme : 
y = ax, 
ou 
où p est un nombre positif déterminé par l'égalité +: p — _ 
Nous avons obtenu l'équation canonique d'une parabole dont le 
sommet est placé à l’origine des coordonnées et qui est disposée 


Fig. 79 


symétriquement par rapport au nouvel axe des ordonnées. Cette 
parabole est ascendante ou descendante suivant que le nombre 
a = _— sera positif ou négatif. Etant donné que le nouvel axe des 
ordonnées est perpendiculaire à l’ancien axe des abscisses, la parabole 
est disposée comme nous l'avons indiqué, ce qui démontre notre 
proposition. | 

437. L'expression ax? + bx + c est dite trinôme du second degré 
en x, en vertu de quoi nous pouvons dire que la parabole (à axe 
vertical) est le graphique du trinôme du second degré. 


Exemple. L'équation y — 2x3 — 4x — { définit une parabole ascen- 
dante car a = 2 > 0. Pour déterminer son sommet, transcrivons l'équation 
donnée somme suit: y + 3 = 2 (x — 1}2. Pour réduire cette équation à la forme 
canonique il faut déplacer l'origine des coordonnées au point (1; —3). Ce point 
est le sommet de la parabole considérée (fig. 79). 


DEUXIÈME PARTIE 


GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE DANS L'ESPACE 


CHAPITRE VII 


QUELQUES PROBLÈMES ÉLÉMENTAIRES DE 
GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE DANS L'ESPACE 


$ 46. COORDONNÉES CARTÉSIENNES ORTHOGONALES 
DANS L'ESPACE 


138. Quand on indique un procédé permettant de définir la posi- 
tion des points de l'espace par des nombres, on dit. qu un système 
de coordonnées est appliqué à l’espace. Nous allons examiner à présent 
le plus simple des systèmes de coordonnées qui est dit système de 
coordonnées cartésiennes orthogonales. 

Un système de coordonnées cartésiennes orthogonales dans l'espace 
est déterminé par le choix d'une unité de longueur et de trois axes 
concourants, formant” entre eux des angles droits et numérotés dans 
un certain ordre (c'est-à-dire qu'on a indiqué lequel de ces axes est le 
premier, lequel le deuxième et lequel le troisième). 

Le point d'intersection des axes est appelé origine des coordonnées 
et les axes axes de coordonnées, le premier axe des abscisses, le deuxiè- 
me axe des ordonnées et le troisième axe des cotes. 

Désignons l’origine des coordonnées par O, l'axe des abscisses 
par les lettres Ox, l'axe des ordonnées par Oy et l’axe des cotes par 
Oz. Sur les figures on écrit les lettres x, y et z auprès des axes corres- 
pondants dans le sens positif à partir du point O à l'endroit où le 
tracé de l’axe s’interrompt. Par conséquent, la position même de 
la lettre indique l'orientation de l'axe. 

Soit un point M quelconque de l'espace. Projetons le point M 
sur les axes de coordonnées, autrement dit abaissons de M des per- 
pendiculaires sur Ox, Oy et Oz. Désignons les pieds de ces perpendi- 
culaires respectivement par M,, M, et M.. 

On appelle coordonnées du point M dans le système donné les 
nombres 

x OM,, y=OM,, = OM,, 
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où OM, désigne la grandeur du du segment OM, de l'axe des abscisses, 
OM, la grandeur. du segment OM; de l'axe des ordonnées. et OM, la 


srandeur du segment OM, de De des cotes (on a vu au n° 2 ce que Don 
entend par grandeur d’un segment de l'axe). On appelle le nombre x 
première coordonnée où abscisse du point M, le nombre y deuxième 
coordonnée où ordonnée du point M,.le nombre z troisième coordonnée 
ou cote du point M. Dans le texte les coordonnées sont notées entre 
parenthèses à côté de la lettre qui désigne le point lui-même : 
M (x; y; 2). 

On peut également obtenir la projection du point M sur l’axe 
Ox en abaïissant une perpendiculaire sur le plan Oxy, puis en abais- 
sant du pied de cette perpendiculaire, que nous désignerons par M,,, 
une nouvelle perpendiculaire sur l’axe Oz; cette dernière perpen- 
diculaire coupera précisément l’axe Ox au point M,; autrement 
dit W, est la projection du point W,, sur l’axe Ox. La projection 
du point W,, sur l'axe Oy sera, de toute évidence, le point M,,. 

De même, si M,, et M,, sont les pieds des pérpendiculaires 
abaïissées du point M respectivement sur les plans Ozxz et Oyz, nous 
obtiendrons en projetant M, et M,, sur les Fr de coordonnées les 
points M,, M, et M, (chacun de ces points M,, M, est obtenu 
par deux moyens : par exemple, le point M, est te projection sur 
l'axe Ox tant du point M,, que du point M ne 

Les points M,, M,, M,, Mrys Mrs M y2 et O sont les sommets 
d'un parallélépipède ‘rectangle dont les arêtes affectées des signes 
convenables sont les coordonnées du point M. Ce paraliélépipède est 
représenté sur la fig. 80. 

139. Soit un système de coordonnées cartésiennes orthogonales. 
Chaque point de l’espace possède dans ce système trois coordonnées 
z, y, z. Réciproquement, quels que soient trois nombres (réels) x, 
y, 2, il y aura dans l'espace un point bien défini dont l’abscisse sera 
à l' ordonnée y et la cote z. Pour déterminer la position du point 
d'après ses coordonnées il faut prendre sur l'axe des abscisses à par- 


tir de l'origine des coordonnées un un segment OM, de grandeur x, .SUr 
l'axe des ordonnées un segment OM, de grandeur y et sur l’axe des 


cotes un segment OM, de grandeur z. Puis nous ferons passer par le 
point M,.un plan perpendiculaire à l'axe Ox, par le point M, un 
plan perpendiculaire à à l'axe Oy et par le point M, un plan perpendi- 
culaire à l'axe Oz. Le point d'intersection de ces trois plans sera le 
point recherché. 

140. Nous allons maintenant fixer le sens de certains termes 
(considérant les axes donnés comme il est indiqué sur la fig. 80). 

Le plan Oyz partage tout l’espace en deux demi-espaces. Nous 
appellerons le demi-espace qui comprend la partie positive de l'axe 
Ox proche, le deuxième demi-espace étant dit lointain. 
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De même, le plan Oxz partage l'espace entier en deux demi-espa- 
ces. Nous appellerons demi-espace droit celui qui comprend le sens 
positif de l'axe Oy, et demi-espace gauche celui qui comprend la 
partie négative de l'axe. Oy. 

Et enfin, le plan Oxy partage l'espace en deux demi-espaces que 
nous appellerons demi-espaces supérieur et inférieur suivant qu'ils 
contiennent la partie positive ou négative de l’axe Oz. 


Fig. 80 


141. Soit M un point quelconque du demi-espace proche. Le seg- 
ment OM, a alors sur l'axe Ox une orientation positive et par consé- 
quent l’abscisse x — OM, du point M est positive. Si par contre le 
point M est situé dans le demi-espace lointain, le segment OM, a 
sur l’axe Ox un sens négatif et le nombre x — OM, est négatif. 
Enfin, dans le cas où le point M appartient. au plan Oyz, sa projec- 
tion M, sur l’axe Oz coïncide avec le point O et x — OM, est nul. 

Par conséquent, fous les points du demi-espace proche ont des abs- 
cisses positives (x => 0}, tous les points du demi-espace lointain ont 
des abscisses négatives (x << 0); les abscisses des points appartenant 
au plan Oyz sont nulles (x — 0). | 

Un raisonnement analogue nous permet d'établir facilement que 
tous Les points du demi-espace droit ont des ordonnées positives (y => 0), 
tous les poinis du demi-espace gauche ont des ordonnées négatives 
(y < D les ordonnées des points appartenant au plan Oxz sont nulles 
(y = 

Ent. tous les points du demi-espace supérieur ont des cotes posi- 
tives (z >> 0), tous les points du demi-espace inférieur ont des cotes néga- 
tives (z < 0); les cotes de tous les points appartenant au plan Oxy sont 
nulles (z — 0). 

Etant donné que les points du plan Ozxz sont caractérisés par 
l'égalité y — 0, et les points du plan Oxy par l'égalité z — 0, nous 
concluons que tous les poinis de l'axe Ox sont caractérisés par deux 

ss 


> 
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égalités | 
y=0, z=0, 
De même, Les points de l'axe Oy sont caractérisés par les deux 
égalités 


z=0, z=0 
et les points de l'axe Oz par les égalités: 
æ—=0, y=0. 


Remarquons que l'origine des coordonnées © en tant que point 
d’intersection des trois axes a ses trois coordonnées nulles: z — O0, 
y — 0, z = 0 et c’est ce qui la caractérise (autrement dit, seul le 
point O a toutes ses coordonnées nulles). 

142. L'ensemble des trois plans Oxy, Oxz, Oyz partage le plan en 
huit parties, dites trièdres de coordonnées, qui sont numérotés suivant 
la règle que nous allons donner. On appelle premier triedre celui 
qui se trouve simultanément dans les demi-espaces proche, droit et 
supérieur; deuxième celui qui est situé dans les demi-espaces loin- 
tain, droit et supérieur ; troisième celui qui est situé dans les demi- 
espaces lointain, gauche et supérieur; quatrième celui qui est situé 
dans les demi-espaces proche, gauche et supérieur; les cinquième, 
sixième, septième et huitième trièdres sont ceux qui sont situés 
dans le demi-espace inférieur respectivement sous Les premier, deuxiè- 
me, troisième et quatrième trièdres, 

Soit M un point quelconque de coordonnées x, y, z. Il résulte de 
ce qui vient d'être énoncé que 


si z>0, y>0, z=—0 M est situé dans le premier trièdre, 
si z<<0, y>=—0, z2=—0 M est situé dans le deuxième trièdre, 
si z<<0, y<0,:>0 M est situé dans le troisième trièdre, 
si æ>0, y<0, z>0 M est situé dans le quatrième trièdre, 
si z>0, y=>0, :<0 M est situé dans le cinquième trièdre, 
si æ<0, y=>0, z2<0 M est situé dans le sixième trièdre, 
si xz<O0, y<0, z<L<0 M est situé dans le septième trièdre,. 
si z>0, y<0, z<<0 M est situé dans le huitième trièdre. 
L'examen des demi-espaces et trièdres de coordonnées est utile en 


ce sens qu'il nous permet de mieux nous orienter dans la position des 
points définis par les signes de leurs coordonnées, 


$ 47. VECTEUR LIBRE. PROJECTION D'UN VECTEUR SUR UN AXE 


143. La physique élémentaire a appris au lecteur que certaines 
grandeurs physiques, comme par exemple la température, la masse, 
la densité, sont des grandeurs dites scalaire s. Certaines autres 


10—577 
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grandeurs, comme par exemple les forces, les déplacements d’un 
point, les vitesses, les accélérations, sont des grandeurs dites ve c- 
torielles. 

Toute grandeur scalaire est définie par un nombre, qui exprime 
le rapport entre ce nombre et une unité de mesure appropriée. Par 
contre, un nombre seul ne suffit pas pour caracté- 
riser une grandeur vectorielle, étant donné que les grandeurs 
vectorielles sont de plus caractérisées par leur sens. 

Les vecteurs géométriques servent d'expression abstraite des: 
grandeurs vectorielles concrètes (physiques). 

On appelle vecteurs géométriques ou simplement vecteurs des seg- 
ments orientés. | | 

_ Les vecteurs géométriques sont l’objet du calcul vectoriel, de 
même que les nombres sont l'objet de l’arithmétique. Le calcul vec- 
toriel étudie. certaines opérations effectuées sur les vecteurs. Ces 
opérations sont les abstractions mathématiques de certaines opéra- 
tions communes effectuées. sur les diverses grandeurs vectorielles 
concrètes en physique. 

.. Ayant pris naissance à l'origine pour satisfaire aux exigences 
de la physique, le calcul vectoriel s'est avéré fructueux en tant 
que discipline mathématique. Dans cet ouvrage les vecteurs sont 
utilisés en tant qu'instrument commode de la géométrie analy- 
tique. 

Le chapitre suivant est consacré aux éléments de calcul vectoriel. | 
Dans le présent chapitre nous nous bornerons à énoncer certaines pro- 
positions élémentaires purement géométriques touchant les seg- 
ments orientés dans l’espace. 

Il nous semble cependant utile de donner dès à présent certains 
notions, notations et termes utilisés dans le calcul vectoriel. 

144. Nous désignerons un vecteur, en tant que segment orienté, 
par deux lettres majuscules surmontées d’une flèche horisontale, la 
première lettre désignant l'origine ét la seconde l'extrémité du vec- 
teur. Mais nous userons également pour la désignation d’un vecteur 


d'une lettre minuscule surmontée d’une flèche (par exemple, a). 
Sur les figures un vecteur sera toujours indiqué par une flèche. Si le 
‘vecteur est désigné par une seule lettre, nous poserons cette lettre 
près de la pointe de la flèche. Nous appellerons également l’ori- 
gine du vecteur point d'application. Un. vecteur dont l'origine et 
l'extrémité coïncident est un vecteur nul. Les vecteurs portés 
par une même droite ou par des droites parallèles sont dits coli- 
néaires, 

145. Définition de lé galité des vecteurs. 
Deux vecteurs sont dits égaux s'ils sont colinéaires, de longueur égale 
et de même sens. 
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La fig. 81 représente des vecteurs égaux AB et. CD (4B = 
= = CD) +; la fig. 82, des vecteurs inégaux PQ et PR À (PO 
4 PR), EF et (EË £ GÀ). 


/? VI 


| Fig. 81 Fig. 82 


Il est évident que si deux vecteurs sont égaux chacun à un troi- 
sième, ils sont égaux entre eux. 
11 découle de la définition de l'égalité des vecteurs que quels que 


—) 
soient le vecteur & et le point P il existe un vecteur et un seul PQ 


ayant son origine en P et égal à a; autrement dit, le point 
d'application de tout vecteur peut être 
choisi arbitrairement. En vertu de ce qui vient d'être 
énoncé, on étudie les vecteurs en géométrie à leur position près (au- 
trement dit, on ne distingue pas deux vecteurs égaux que l’on 
déduit l’un de l'autre par translation). C'est en ce sens que les 
vecteurs sont dits libres. 

146. On appelle la longueur d'un vecteur (à l'échelle donnée) 
son module. Le module d'un vecteur nul est égal à zéro. Pour le 


module d’un vecteur a on se sert de la notation j'a | ou a. 11 ést 


évident que si a == : b, | a | = | b |. Il est évident que la réciproque 
n'est pas vraie. 


147. Soient un axe quelconque u et un vecteur AË. Abaissons des 
points À et B des perpendiculaires sur l'axe uw et désignons leurs pieds 
respectivement par À’ et B'. Le nombre A'B”, autrement dit la gran- 
deur du segment orienté A'B de l'axe u, est. la projection du vecteur 


AB sur l'axe. u: 
Proj, AB — : A'B’. 


On voit sur la fig. 83 comment on obtient la projection du vecteur 


ÀB où pour plus d’évidence on a fait passer les plans « et B par les 
points À et B. Ces plans, perpendiculaires à l’axe u, déterminent sur 


* Nous supposons que les vecteurs sont situés dans le plan de la figure. 
10* 
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cet axe les points A’ et B° (les droites AA’ et BB” étant de ce fait 
perpendiculaires à l’axe). 

_ 148. Choisissons dans l’espace un point quelconque S et deux 
demi-droites issues de ce point dont l’une sera de même direction 


que le vecteur AB et l’autre de même direction que l’axe v (fig. 83). 


Fig. 83 


L'angle @, formé par ces deux demi-droites, est dit angle de pente 


ou d'inclinaison du vecteur AB par rapport à l'axe u. Il est évident 
que le choix du point S qui sert à la construction de l’angle q est 
quelconque. Il est également évident que si nous remplaçons l’axe 
u par un autre axe de même direction, l’angle @ restera inchangé. 
Désignons par v un axe de même direction que l’axe uw et passant par 
le point À. En vertu de ce qui vient d’être dit, l’angle d'inclinaison 


du vecteur AB sur l'axe v est égal à p. Soit C le point où l'axe v 
coupe le plan $. Etant donné que l’axe v est parallèle à l’axe x, lui- 
même perpendiculaire au plan B, l’axe vest perpendiculaire au plan $. 
Par conséquent, AC est la projection du vecteur AB sur l'axe v. 
Ensuite, étant donné que les axes w et v sont parallèles et de même 
direction, les segments de ces axes compris entre les plans parallèles 
&.et B sont de même grandeur: 4A'B" — AC. D'où 


> + 
Proj, AB — Proj, AB, (1) 
D'autre part, étant donné que le vecteur AB et l'axe v sont situés 


dans le même plan, nous sommes en droit d'appliquer la formule (7), 
n° 20, On aura : 


. — >> 
Proj, AB = {| AB |: cos œ. (2) 


‘# 
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En comparant les égalités (1) et (2) nous trouvons 
Proi, AB—| AB |-cos ®. (3) 


— + . | 
Si, pour abréger, nous désignons le vecteur AB par a, la formule 
(3) prendra la forme suivante: 


Proj, a —|2|-cos. (4) 


Ainsi donc, La projection d'un vecteur sur un axe est égale au modu- 
le de ce vecteur multiplié par le cosinus de l'angle d'inclinaison du 
vecteur sur l'axe. 


| — —> 
149, Soient deux vecteurs égaux AB, et A:B, et un axe quelcon- 
que u. Etant donné que deux vecteurs égaux ont des modules égaux 
et la même inclinaison sur l'axe uw, nous obtiendrons en appliquant 
à chacun d’eux la formule (3) des résultats identiques: 


Pro}, AB; = Proj, AB 


Par conséquent, des vecteurs égaux ont des projections égales sur. le 
même axe. 


$ 48. PROJECTIONS D'UN VECTEUR SUR LES AXES 
DE COORDONNÉES 


150. Soit un système de coordonnées cartésiennes orthogonales 
dans l’éspace. 


: —+ | , à 
Considérons un vecteur quelconque a. Soient X la projection de 


A | 
ce vecteur a sur l’axe Ox, Ÿ sa projection sur l'axe Oy et Z sa pro- 
jection sur l'axe Oz. . 

Conformément au n° 149 chaque vecteur égal à a possède en 
qualité de projéctions sur les axes de coordonnées les mêmes nomibres 
X, Ÿ,Z. 


— | : or | 
Réciproquement, si un certain vecteur b a des projections sur les 
| us 


né te pue 
axes de coordonnées égales à celles du vecteur a, nous aurons b = a. 
Pour nous en convaincre, transportons les origines des deux vecteurs 


a et b à l’origine des coordonnées. Désignons les extrémités des vec- 
teurs respectivement par les lettres À et B. Etant donné que les 
deux vecteurs ont des projections égales X sur l'axe Or, il est évi- 
dent que les deux extrémités des vecteurs doivent appartenir à un 
même plan perpendiculaire à l’axe Or, au plan qui détermine sur. 
l’axe Ox un segment de grandeur X (en comptant à partir de l'ori- 
gine des coordonnées). Pour des raisons analogues, les points À et B 
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doivent appartenir à un même plan perpendiculaire à l'axe Oy, 
découpant sur l'axe Oy un segment de grandeur Ÿ, ainsi qu’au plan 
perpendiculaire à l’axé Oz, découpant sur cet axe un segment égal 
à Z. Mais dans ce cas les deux points À et B sont nécessairement. 
confondus, étant donné que les trois plans indiqués se coupent en 
un seul point. Par conséquent, 


b—0B=0A= a. 


Ce que nous venons d’énoncer signifie que les projections d'un. 
vecteur sur les axes de coordonnées étant données, le vecteur est parÿai- 
tement défini en tant que vecteur libre, c'est-à- dire à à sa position près 
dans. l'espace. C'est pourquoi on appelle les projections X, Y, Z du 


vecteur & ses coordonnées (cartésiennes). 
Dans | le cours de l’exposé, lorsque nous voudrons indiquer que le 


vecteur. r a des coordonnées X, Y, Z, nous écrirons: 


de. 
a={X; Y; 2}, 

considérant le membre droit de cette égalité comme un nouveau 

symbole désignant un vecteur. 

151. Il est souvent nécessaire en géométrie analytique de calculer 
les coordonnées d'un vecteur, c'est-à-dire les projections du vecteur 
sur les axes de coordonnées, les coordonnées. de son extrémité et de 
son origine étant connues. Ce problème est résolu grâce au théorème 
suivant. 

Théorème 15. Quels que soient deux x points À (3; Yi; 4) 


et B (x2; Y23 22) les coordonnées du vecteur AB sont définies par les 
formules : 


X = TX, Ÿ = ÿy2—ÿ1; Z = 29 — 21. (1) 


Démonstration. Abaissons des points À et B des per- 
pendiculaires sur l'axe Oz et désignons les pieds de ces perpendicu- 
laires par À, et B, (voir ñig. 84 où l'on a tracé pour plus de clarté 
les plans perpendiculaires à Ox). Les points À, et B, ont respecti- 
vement sur l'axe Oz les coordonnées zx, et x2. Par suite, en vertu du 
théorème 1 (n° 5), 


A>xBx = Lo — L. 


Or, A,B,; = X et, par conséquent, X = 2x2 -— %1. On établit de 
façon analogue que ŸY = y — y et Z — 22 — 7. 
.. Par conséquent, pour obtenir les coordonnées d'un vecteur il faut 
soustraire des coordonnées de son extrémité les coordonnées correspon- 
dantes de son origine. 
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152. Soit M (x; y; 2) un point quelconque de l’espace. Le vec- 


teur r—O0M, autrement dit Le vecteur joignant l'origine des coordonnées 
au point M et dirigé de O vers M est appelé rayon vecteur de ce point. 


Fig. 84 Fig. 85 


| — 
Calculant les coordonnées du vecteur OM d’après les formules 
(4), soit en posant dans les formules indiquées z2 — x, y — y, 
32 = 2, Ly = O, y = 0, z1 — 0, nous aurons 


X — T, Y = Y, | = Z;, 
autrement dit, {es coordonnées du point M et les coordonnées du rayon 


—> 
vecteur OM sont les mêmes. Remarquons, toutefois, qu'outre les 
formules indiquées (14) cette affirmation découle directement de la 
définition des coordonnées cartésiennes du point M (voir n° 138). 


153. Soit un vecteur quelconque a = {X; Y; Z}. Nous allons 
maintenant établir la formule qui permettra de calculer le module 
du vecteur, connaissant ses coordonnées X, Y, Z. Supposons pour 
plus de simplicité que le vecteur soit appliqué à l'origine des coordon- 
nées. Faisons passer par l'extrémité du vecteur des plans perpendi- 
culaires aux axes de coordonnées ; désignons les points d’intersection 
de ces plans avec les axes respectivement par 4,, À,, À. Les plans 
que nous venons d'établir forment avec les plans de coordonnées 
un parallélépipède rectangle, dont le segment OA est la diagonale 
(fig. 85). La géométrie élémentaire nous indique que le carré de la 
longueur de la diagonale d'un parallélépipède rectangle est égal 
à la somme des carrés des arêtes. Par conséquent, | 


OA = OA + OA +OAï. 
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Or, OA=|a|, OAx=X. OA,=Y, OA,=7Z. Il découle donc de l’éga- 
lité précédente que 


ja x?+y2+72, 
soit. 
jal= VAE, (2) 
Cette dernière égalité est précisément l'expression du 


module d'un vecteur quelconque en fonc- 
tion de ses coordonnées. 


8 49, COSINUS DIRECTEURS 


154. Désignons par a, B et y les angles que forme le vecteur a 
avec les axes de coordonnées. On appelle cos &, cos B, cos y les 


cosinus directeurs du vecteur 2. Ils ont reçu cette dénomination parce 
qu'une fois donnés ils définissent la direction de ce vecteur. 

Le vecteur est entièrement défini (en tant que vecteur libre) 
lorsqu'en plus des cosinus directeurs on donne également le module 
du. vecteur. Dans ce cas les coordonnées du vecteur peuvent être 
calculées d'après les formules : 


X=|a|cosa, Y=|a|cosf, Z=|a|cosy (1) 


(voir n° 148). 
155. Résumons ce qui vient d’être dit dans les deux numéros 
précédents par le théorème suivant. 


—+ + 
Théorème 16. Quel que soit le vecteur a, son module | a |, 
ses cosinus directeurs cos a, cos B, cos y et les coordonnées X, Y,2Z 
sont liés par relations: 


X=|ajcosa, Y—|alcosf, Z—|a|cosy, ) 
jal= VF. (2) 
Remarque. Les quatre dernières formules permettent. de 


calculer les cosinus directeurs connaissant les coordonnées du vecteur. 
Il résulte en effet de ces formules que :. 


Mi 
HS REA) 


$ 50] Distance de deux points. Division d'un segment 1353 


Comme toujours lorsque les signes ne sont pas indiqués, ce sont 
les racines arithmétiques que l’on entend ici. 

156. En élevant au carré les deux membres de chacune des égali- 
tés (3), et en faisant la sornme des résultats obtenus, nous trouvons: 


d’où 
cos? a + cos f + cos? y = 1. (4) 


A l'aide de la rlaiion (4) on peut calculer chacun des. angles «à, 
B, y connaissant les deux autres et sachant de plus si l'angle cherché 
est aigu ou obtus. 


= $ 50. DISTANCE DE DEUX POINTS. 
DIVISION D'UN SEGMENT DANS UN RAPPORT DONNÉ 


157. En géométrie analytique dans l'espace, comme en géomé- 
trie analytique plane, chaque problème, quelque complexe qu'il 
soit, se. ramène à plusieurs problèmes élémentaires. Ces problèmes 
sont: la détermination de la distance d'un point à un autre, le pro- 
blème de la division d’un segment suivant un rapport donné, le 
problème qui consiste à calculer l'angle que font deux vecteurs, etc. 
Nous allons examiner dans le présent paragraphe les deux premiers 
de ces problèmes. 

‘158. Soient deux points quelconques ÂM, (x: y:; 2), 
M; (x2; Y23 22). Il est nécessaire de calculer la distance d de l'un 
à l’autre. 

On obtient immédiatement le résultat cherché en appliquant le 
théorème. 15 (n° 151) et les formules (2) du paragraphe précédent. 

Nous avons en effet: 


MiMo= {tot Ya —Yii 22— 2}; 
mr —+ 
ensuite, d est Je module du vecteur MM, par conséquent, 


d = (Te — X1)° + (ye — y1)* + (z2 — 2). | (@) 


Cette formule donne la solution du problème. | 
159. Soïiéent deux points quelconques M, (xi; Yi: Z), 
M (223 Y23 22). Il s’agit de trouver sur la droite 17,M, le point 
M qui partage le segment W,M, dans le rapport À. 
Ce problème se résout de la même façon que le problème analogue 
de géométrie analytique plane (voir n° 24). C’est pourquoi nous don- 
nons directement le résultat: si x, y, z sont les coordonnées du point. 
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M cherché, alors 


_ A+ HE ,_Hthz 


Où trouvera en particulier les coordonnées du point pour À=1: 
Gtzs . Vive 21 +32 
RE D EE Dane 


T 


T= ÿ 


y 2— 

160. Pour la solution de certains problèmes élémentaires de géo- 
métrie analytique dans l’espace il est commode d'appliquer certaines 
opérations, que l'on appelle addition des vecteurs, multiplication 
d’un vecteur par un nombre, multiplication scalaire des vecteurs 
et multiplication vectorielle des vecteurs. Les définitions et les 
propriétés essentielles de ces opérations seront exposées dans ‘les 
trois chapitres suivants. 


CHAPITRE VII 


OPÉRATIONS LINÉAIRES SUR LES VECTEURS 


$ 54. DÉFINITION DES OPÉRATIONS LINÉAIRES 


161. On appelle opérations linéaires sur les vecteurs les opéra- 
tions d’addition des vecteurs et de multiplication dés vecteurs par 
des nombres. 

Définition de la somme de deux vecteurs. 


Soient deux vecteurs a et b. On appelle somme a +p le vecteur qui 


Fig. 86 


joint l'origine du vecteur a à l'extrémité du vecteur b, à condition que 
Le vecteur b soit appliqué à l'extrémité du vécteur à. 


La construction de la somme a + b est donnée sur la fig. 86. On 
appelle habituellement la règle d'addition des vecteurs « règle du 
triangle ». 


R emarque. I} peut arriver que lorsque l’on trace Ja somme 
a +bd après la règle du 1 triangle l'extrémité du vecteur bc coïncide 
avec l’origine du vecteur a. Alors a + b est un vecteur nul: a + = 


Définition du produit d'un vecteur et 
d'un nombre. Soient un vecteur a et un nombre a. Désignons 
leurs modules respectivement par | a | et [a |. On appelle produit 
œa (ou aa) Le vecteur colinéaire au vecteur a, de longueur | a [el @ |, 
de même sens que le vecteur a si x >> 0 ef de sens contraire si a << 0. 


.$ 
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L'opération qui consiste à tracer le vecteur aa est appelée mulli- 
plication du vecteur & par le nombre a. 


Remarque 1. Si a —= 0 ou à = 0 le produit a un module 
nul et est, par conséquent, un vecteur nul. Dans ce cas la direction 


du produit aa est indéterminée, 
Remarque 2. On peut exprimer le sens de l'opération de 
multiplication d'un vecteur par un nombre de.la façon suivante : 


lorsque l’on multiplie le vecteur a par un nombre «, le vecteur r 
s'allonge & fois. 11 est évident que cet énoncé est conventionnel. 
Par exemple, si a — — 1}, l'« allongement » « fois signifie une réduc- 


tion de moitié de la longueur a. Si le nombre «est négatif il convient 
de comprendre l’allongement « fois comme une transformation du 
vecteur à la suite dé laquelle le vecteur s’allonge | «& | fois (« module 
a fois ») et son sens devient opposé. 


$ 52. PROPRIÉTÉS PRINCIPALES DES OPÉRATIONS LINÉAIRES 


162. Nous allons établir à présent les propriétés essentielles des 
opérations linéaires que l’on utilise dans le calcul vectoriel. 


Nous montrerons tout d’abord que la somme de deux vecteurs 
quelconques ne dépend pas de l'ordre des termes. 


% 


Nous considérerons à cet effet deux vecteurs quelconques a et 
b. Etant donné que les vecteurs géométriques sont des vecteurs li- 


bres, nous pouvons appliquer a a et b au même point © en choisissant 
ce dernier arbitrairement. Désignons les extrémités des vecteurs 
ainsi disposés par les lettres À et B (fig. 87). Appliquons à présent 


le vecteur b au point À, désignons par C son extrémité dans sa nouvel- 
le position et joignons par un segment le point B au point C. Il est 
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évident que le vecteur BC a La même longueur et la même direction 


que le vecteur OA. Donc BC = à. 
Si nous considérons la figure OAC en tenant compte de la règle 
d’ l'addition des vecteurs (« règle du triangle ») nous trouvons que 


OC=a + b. D'autre part, rue la figure OBC, d'après la même 


règle, nous trouvons que OÙ = b + a. D'où 
a+è=+a, (1) 


ce qu'il fallait démontrer. 

La propriété de l'addition des vecteurs qui s'exprime par l'iden- 
tité (1) est dite commutative. 

Remarque. On _appelle la figure OABC parallélogramme 


construit sur les vecteurs a, b de même origine © et le vecteur OÙ est 
appelé diagonale de ce parallélogramme (on use de ces termes même 


quand a a = OÀ et b — OB sont portés par la même droite, c’est-à-dire 
quand OAÀBC n'est pas un parallélogramme dans le sens propre du 
terme). En vertu de ce qui vient d'être exposé, on peut énoncer la 
règle d'addition des vecteurs sous la nouvelle forme suivante: 


Si les vecteurs à et b sont ramenés à la même origine et Si lon cons- 


truit sur ces vecteurs un parailélogramme, la somme a - b (ou b + a) 
est la diagonale de ce parallélogramme issue de l'origine commune 


de a et b. 

La règle d'addition énoncée de cette façon est dite « règle du 
parallélogramme ». 

163. Une fois la somme de deux vecteurs définie, on peut définir 
d'une façon naturelle la somme d'un nombre quelconque de vecteurs. 


Soient par exemple trois vecteurs a, E et c. Par addition de zetb 
nous obtiendrons le vecteur a us b. Additionnons à présent c. Nous 
obtenons le vecteur (a + D +'e. Nous pouvons également construi- 
re le vecteur a + ( + c), autrement dit nous pouvons ajouter la 


somme b _ c au vecteur a. 
Il est facile de se convaincre que quels que soient les trois vecteurs 


a, bete l'égalité suivante est toujours vraie: 
(a+b)+c=a+(b+c). (2) 


La propriété de l’addition des vecteurs exprimée par l'identité 
(2) est dite associative. 
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Pour démontrer que l'addition est associative, disposons les 
vecteurs considérés de façon que Le vecteur b soit. appliqué à à l'ex- 
trémité du vecteur a et le vecteur c à l'extrémité du vecteur b. Nous 
désignerons dans cette configuration l'origine du vecteur a par O, 
son extrémité par la lettre À, l'extrémité du vecteur b par B, l'ex- 
‘trémité du vecteur € par C (fig. 88). Nous aurons alors 

(a+8)+c=(04+ 4B)+BC = OB+BC = 00. 
a+(b+c) =04+(4B + BC)=0A+ AC = 0. 
Par conséquent, | 
(a+b)+c=a+(b+0), 
ce qu’il fallait démontrer. 
_ Nous appuyant sur l’associativité de l'addition des vecteurs, 
nous pouvons parler de la somme de trois vecteurs a, », € en l'i inscri- 
vant a + b us ps sans spécifier : si nous avons | en- vue a + b +. ee 


— @+b)+c ou a+b+ic— a + (b +0). On peut définir 
de façon analogue la somme de quatre, cinq et en général d'un 
nombre quelconque de vecteurs. 

En pratique il n’est pas nécessaire de tracer successivement les 
sommes de plusieurs vecteurs en fixant les résultats intermédiaires. 
La somme de plusieurs vecteurs peut être tracée directement à à l'aide 
de la règle suivante. 


Règle générale daddition des vecteurs. 
Pour obtenir la somme de vecteurs a, a, 0. &, il | faut appliquer 
le vecteur ds à l'extrémité du vecteur a, Le vecteur 8 à l'extrémité 
du vecteur an. el ainsi de suite jusqu’ au vecteur &n. La somme de 
vecteurs. a . pa Le a+ ss + a, sera alors le vecteur allant de l'ori- 
gine du vecteur a à l'etrémité du vecteur ane 

Déelgnons par. . lettre O l'origine du vecteur &, par. les lettres 
A1 A2, ..., À, les extrémités respectives des vecteurs de, @o, nie 


. a, disposés comme l'indique la règle précitée. La figure 
OAïA2 : Fe An, est appelée brisée à éléments _ vectoriels 


OA: . &, À As = @. Nr A, À, —_ ane Le vecteur OA, est dit 
vecteur de fermeture dela ligne brisée OA 149... A,.Etant donné que 


OA, = = OA, + A4 + AA Le + 44 a cn % ns Ans 
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on dit que {a construction de la somme de plusieurs vecteurs se fait par 
fermeture de la:ligne brisée. (la fig. 89 représente la construction 
de la somme de quatre termes). 

Remarque. Au n° 162 nous avons établi que la somme 
de deux vecteurs ne dépend pas de l’ordre des termes. Il en découle, 


Fig. 89 Fig: 90 


ainsi que de l’associativité de l'addition des vecteurs, que la som- 
me d'un nombre quelconque de vecteurs ne dépend pas de l'ordre de 
l'addition. | 
164. Nous allons noter à présent trois propriétés des opérations 
linéaires qui se rapportent simultanément à l’addition des vecteurs 

et à la multiplication d'un vecteur par un nombre. 
_ Ces propriétés s'expriment à l’aide des trois. identités suivantes, 


où À et désignent des nombres quelconques, a et b des vecteurs 
quelconques : | 


4) G+p)a=ha+a, 
2) Aue)=(Ap)a 
3) A(a+b)=Aa+ A. 
Il devient évident que la première identité est vraie si on l'ex- 
prime en termes géométriques. En effet, si l’on allonge un vecteur « L 


Ài+u fois, on obtient le même vecteur que par addition du vecteur a a 


allongé À fois avec le vecteur a allongé y fois *. 
La . deuxième identité a un sens géométrique tout aussi clair : 


si l’on allonge un vecteur a a fois, puis À fois on obtient le même 
vecteur qu’en allongeant le vecteur a Àu fois. 


“ 11 convient de comprendre « allongement » comme indiqué remarque 2, 
n° 161 ‘ | 
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La troisième identité découle de la similitude des polygônes. 
En effet, le vécteur rt + b est Ja diagonale du parallélogramme 
construit. sur les vecteurs get b (en supposant que a. et b soient 


reportés à la même originé). En allongeant les vecteurs à, beta+ b 
À fois _on obtient un parallélogramme semblable au premier. 


À (a + b) est donc la diagonale du parallélogramme construit sur 


les vecteurs AG et Ab, d'où À (a + b) — Aa + Ab (voir fig. 90 pour 
le cas où À >> 0. Tous les vecteurs représentés sur cette tigure sont 
considérés comme appliqués au point O). 

Les propriétés des opérations linéaires que nous venons d'énoncer 
ont une importance fondamentale car elles nous permettent d’effec- 
tuer les calculs en algèbre vectorielle comme nous le faisons en algè- 
bre des nombres. La première propriété indique la possibilité de 
« distribuer » le facteur vectoriel entre les composantes du facteur 
numérique, la troisième de « distribuer » un facteur numérique entre 
les composantes véectorielles. C'est pourquoi ces deux propriétés 
sont dites « distributives ». On dit que la multiplication est distri- 
butive. 

La deuxième propriété nous donne la possibilité « d'associer » 
les produits numériques lors de la multiplication : successive d'un 


vecteur par plusieurs nombres (par exemple, 2 (5a) — 10a). C'est 
pourquoi on appelle la deuxième propriété associativité. 
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465. On introduit dans l’ algèbre vectorielle l'opération de sous- 
traction des vecteurs; comme en arithmétique, c'est l'opération 
contraire à l'addition. 


Soient deux vecteurs quelconques a et b. On appelle différence 
b — a le vecteur qui ajouté à .& donne b. 

Appliquons les vecteurs a et b à une origine commune O, après 
quoi nous désignerons leurs extrémités par À et B (fig. 91). Cher- 


chons la différence b — a. Admettons que ce vecteur que nous cher- 
chons soit appliqué au point À. Son extrémité 6 doit alors coïncider 


avec le point . B, car additionné au vecteur a — OA il doit nous donner 
le vecteur b — OB. 

Par conséquent, la différence b = 0 n'est rien d'autre que le vec- 
teur ÂB : 


— 7 


b—a= AB. 
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Ainsi donc, La différence de deux vecteurs ramenés à une origine 
commune est le vecteur qui joint l'extrémité du vecteur « retranché » 
à l'extrémité du vecteur « diminué ». 


166. En plus du vecteur quelconque a considérons le vecteur 
(—1) a. On appelle le vecteur (—1) a vecteur opposé à a et on le désigne 
par a 

—a=(—1)a 

Etant donné qu’en multipliant a a par : on obtient un vecteur 

de même module, colinéaire au vecteur a mais de sens contraire 


-@ .@ 
b-a 
Fig. 91 Fig. 92 Fig. 93 
(fig. 92), on appelle aussi parfois les ones a et —a opposés. 
Si nous appliquons le vecteur _a à l'extrémité du vecteur a 
l'extrémité du vecteur _a se confondra avec l’origine du vecteur a. 
Par conséquent, a -+ (— a) est un vecteur nul: 


a+(—a)=0. (1) 


167. Considérons de nouveau deux vecteurs quelconques a et b. 
Il découle directement de l'identité (1) que 


ba b+(—a). (2) 
En effet, 
a+ [b+(—a)=b+ [a+ (—0)=b+0—D; 

par conséquent, la somme de b + (— a) et du vecteur a est égal. 
‘au vecteur b, ce qui signifie que le. vecteur b + (— a) est la diffé- 
rence b — à. 

‘égalité (2) exprime une nouvelle règle de soustraction: pour 
obtenir la différence b—ail faut ajouter au vecteur b le vecteur _a 
11—577 
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(fig. 93; la figure nous montre clairement de plus que la somme 


des vecteurs a et b + (— a) est le vecteur b). Cette dernière règle est 
particulièrement commode pour le tracé du résultat de l'addition 
et de la soustraction de plusieurs vecteurs. Par exemple, pour trouver 


ES _ — + + ; . + > 

xz—a—b—c+d—e il suffit de prendre les vecteurs a, —b, 
+ — + 

—c, d, —e et de tracer leur somme comme indiqué au n° 165. 
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168. Nous allons énoncer à présent deux théorèmes importants 
sur les projections de vecteurs. 

Théorème 17. La projection de la somme de plusieurs vec- 
teurs. est égale à la somme des projections de ces vecteurs (sur le même 
axe) : 


Proju (@i “+ @2-+ 03... + an) == Projy ai + Pro, d2 + 
+ Proj, äs ses + Proi, @. 
Démonstration. Tracons la ligne brisée composée des 
segments des vecteurs &, po ET a, (voir n° 163), autrement dit 
appliquons le vecteur a à l’extrémité du vecteur du, le vecteur 3 
à l'extrémité du vecteur Fe et ainsi de suite et appliquons enfin le 
vecteur &, à l'extrémité du vecteur à. Les vecteurs étant ainsi 


disposés, désignons par © l’ori ine du vecteur &, son extrémité 
P 


par A1, l'extrémité du vecteur do par À,, etc. 
Nous aurons alors: 


— — — > —}= 
dat ag+...+tar=0Ah. (1) 
Projetons les points O, À;, 4», 43, ..., À, sur l'axe u et désignons 
leurs projections respectives par O”, A!, À,, ..., An (voir fig. 94 


qui correspond au cas où 2 — 3). I vient: 
O'A;= Proju @: AA! = Projy 23 ...; 4,4, =—=Projax. (2) 
D'autre part, en vertu de l'égalité (1), 
Proj, (&1-+@-+ a3+ .. + a) = Projy OAn = 0'A;,. (3) 


Mais conformément au n°3 quelle que soit la disposition sur 
l'axe u des points O0”, À;, À;, ..., À, l'identité suivante est vraie: 


O'A, =0'A; + AA; + A AS-+ ... + 4, 4 (4) 


n—-1" 7° 
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En _vertu de (4) et tenant compte des formules (2). et (3) on 1 aura : 


Projy (a+ a+... + an) = Proj, & a -+ Proju @ + . . +Proj, an. Le 
théoreme est démontré. 

Théorème 18. Lorsque l'on multiplie un vecteur par un 
nombre sa projection se trouve multipliée par le même nombre 


_ 


Proj, da=@ Proj, a 


Démonstration. Admettons que le vecteur a soit appli- 
qué en un point quelconque © de l'axe u. Désignons son extrémité 


PL 
e 


# 
La 


Le m—— 


» Fig. 94 


par la lettre À. Nous supposerons le vecteur aa également appliqué 
au point O et nous 1s désignerons son extrémité par la lettre B. Ainsi 
donc; OA — a, OÈ = Ga. 

Considérons à présent la droite v, sur laquelle se trouvent les 
points O, À et B. Choisissons sur cette droite un sens positif (quel- 
conque); nous en ferons ainsi un axe. 

Projetons les points O, À et B sur l'axe u. Soient Q’, À’ et B° 
leurs projections (fig. 95,a et b). En vertu d'un théorème de géo- 
métrie élémentaire nous aurons Îla proportion: 

10'B'| __|OB| _ 
1041 — [041 : (9) 

Si les segments OB et OA (de l'axe v) sont orientés dans le même 
sens, les segments O0'B” et 0’A" de l'axe u seront également orientés 
dans le même sens; si, par contre, les segments OB et OA sont orien- 
tés en sens contraires, il en sera de même des segments O’B’ et O0’4” 
(ce qui se produira si & est négatif; c'est Le cas de la fig. 95,b). Par 


11% 
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conséquent, les rapports des segments 2 et T ont mêmé signe. 
L'égalité (5) est donc remplacée par dd suivante : 
O'B' __OB 
O'A' ” OA 
EE — as ES ‘n' 
Etant donné que OB—aa et OA—a, = a. D'où re = 


ou encore O0'B'=aœ&-0'A’. Donc 
Proj, aa = @ Proj, a. 
Ce qu'il fallait démontrer. 


(@) 


Fig. 95 


Remarque. On pourrait énoncer ce dernier théorème d'une 


| LES 
façon plus accessible comme suit : lorsque le vecteur a s’allonge « fois, 
sa projection s'allonge également « fois. 

169. Nous avons établi au n° 150 le principe qui permet de 
définir tout vecteur libre dans l’espace en donnant trois nombres qui 
sont ses coordonnées. Il nous importe de savoir quelles sont les opé- 
rations arithmétiques sur les coordonnées des vecteurs qui correspon- 
dent aux opérations linéaires effectuées avec les vecteurs eux-mêmes. 
Cette question est résolue par les théorèmes 17 et 18 du n° 168, 
si nous considérons que Îles coordonnées des vecteurs sont les projec- 
tions de ces vecteurs sur les axes de coordonnées. Ainsi, par exemple, 
le théorème 17 nous indique que lors de l'addition des vecteurs leurs 
coordonnées s'ajoutent. Par conséquent, si 


a={Xi; Vis Zi} et D—{X25 Yi: 2), 
donc | 
a+b={Xi+ Xe; Yi+ Vo; Zi+Zo}. 
Il en découle que 
dDeiN ns Vin 7) 
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On peut exprimer symboliquement cette relation par une seule 
expression : 


{Xi Ya; Zi} {Xe Vo; Ze} = {Xi E Xe; Vi Yo; Zi Zoo}. (6) 
Ensuite, en vertu du théorème 18 lorsque l’on multiplie un vec- 
teur par un nombre ses coordonnées sont multipliées par le même 


nombre. Autrement dit, si a — {X ; Y ; Z}, nous aurons pour tout 
nombre « 


aa = {aX; aY ; aZ}, 
ce qui peut s'exprimer symboliquement de la façon suivante : 
Œ{X;, Y ;, Z}={ax; aY ; aZ}. (7) 
170. Il est facile de déduire de ce qui précède la condition qui 


doit être remplie pour que deux vecteurs soient colinéaires, ces vecteurs 
étant définis par leurs coordonnées. 


Les vecteurs a = {Xu:3 Vas Zi} et b — {X2: Y2: Z2} sont. 
colinéaires si et seulement si l’un d’eux peut être obtenu par multi- 


En. de l’autre par un nombre quelconque : b = ha (en supposant 
a Æ 0). L'égalité vectorielle 
b=—Aa 
trois égalités numériques 
Xo= NX, Yo=Yy, Z2= A2: 


«4 


est équivalente à 


. | sh + 

Ces dernières égalités indiquent que les coordonnées du vecteur b 
— : 

sont proportionnelles aux coordonnées du vecteur a. Donc les vec- 


teurs à = {X1; V1: Zi} et b — {X 2: Y2; Z} sont colinéaires 
si et seulement si 


ON Se mm 


X1 Ya  Z+ ‘ 
c'est-à-dire si leurs coordonnées sont proportionnelles. 


$ 55. DÉVELOPPEMENT DES VECTEURS SELON LES VECTEURS 
UNITAIRES DES AXES DE COORDONNÉES DANS L'ESPACE 


{71. Soit un système de coordonnées cartésiennes orthogonales 


dans l’espace. Considérons en même temps les trois vecteurs & i, j et £ 
définis comme suit : 


1) le vecteur i se trouve sur l’axe Or, le vecteur j sur l’axé .Oy 
(si 4 À 
et le vecteur. À sur l'axe Oz, 
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2) chacun des vecteurs à i, 4 k est orienté sur son axe dans le sens 
positif, 


_3) les vecteurs ë, j, £ sont des vecteurs unités, c'est-à-dire que 


lét=1, [fl=1, lË1= 4 
Il apparaît que tout vecteur dans l’espace peut être exprimé à l'aide 


des vecteurs i, j, k au moyen d'opérations linéaires. 
Nous allons montrer tout à l'heure comment cette expression est 
obtenue, 


Considérons un vecteur quelconque a. Supposons pour la commo- 
dité de l’exposé qu'il soit appliqué à l’origine des coordonnées. Dési- 


gnons l'extrémité du vecteur a par la lettre 4. Traçons par le point À 
une droite parallèle à l’axe Oz. Cette droite doit percer le plan Oxy. 
Désignons le point d’intersection par B. Traçons ensuite par le 
point B une droite parallèle à l’axe Oy et une droite parallèle 
à l’axe Or. La première doit couper l’axe Or, la deuxième l'axe Oy. 
Désignons ces points d'intersection respectivement par les symboles 
A; et À, Traçons enfin par le point À une droite parallèle à la 
droite O8. Cette droite doit couper l’axe Oz en un point que nous 
désignerons par le symbole À, (fig. 96). 

En vertu de la règle d'addition des vecteurs (appliquée au paral- 
lélogramme OBAA,), nous avons: 


— — > 
a = 0B + OA, (£) 


Conformément à la même règle d’addition (appliquée au parallé- 
logramme 04,BA,), 


OB=0Â:+0Ây: (2) 
En vertu des égalités (1} et (2) nous aurons: 
> > + = 
a=04,+0À,+0.. (3) 


Etant donné que les vecteurs 0. et i sont portés par la même 

se er : | + 
droite, 04, peut être obtenu à partir de à par « allongement » du 
vecteur i. On peut donc poser 04, = Ài, À étant un nombre déter- 
miné. 

—} RE ot —> 

De même 04, = uj et O4, — vk (le tracé fig. 96 correspond 

au cas où À, p "et v sont positifs). 
— + 

Nous obtenons de l'égalité (3) et des relations 04, = Ài, 0A,, — 

+ + — 
= hj, O4, = vk, 

a=\i+uj+vk. (4) 
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Nous avons ainsi montré que tout vecteur dans l'espace peut 


effectivement être exprimé à l’aide des vecteurs L. j et k. 
Ayant en vue _d'exprimer tous les vecteurs de l'espace à l'aide 
—+ 


des vecteurs i, j, k nous appellerons l’ensemble de ces trois vecteurs 
base. 


On appelle développement d'un vecteur & en fonction de la base 


+ 


th k l'opération qui consiste à représenter ce vecteur a'sous forme 


Fig. 96 


d'une somme Xi + uf + vk. Les nombres ; À, mov sont appelés coeffi- 
cients de ce développement, les vecteurs hé, bi, vk sont dits composan- 
tes du vecteur a par rapport à à la base ä, 1, j, k. 

Les vecteurs li, uj, vk sont appelés co m posan tes du 


een a car leur somme est égale au vecteur a. 
. Nous allons essayer à présent de dégager le sens géométrique 


des pére À, , v. Etant donné que OÀ, = ji et que ï est 


un vecteur unité, le nombre À est le rapport du segment O4, à l'unité 
de mesure, pris avec le signe + ou — suivant que le vecteur est 


de- même orientation ou d'orientation contraire à i. Autrement dit, 


À est la grandeur du segment OA, sur l'axe Ox, dans le sens qui est 
déterminé au n° 2, c’est-à-dire que À — 04,. Mais OA, n'est rien 


: Q e — — [] ° 
d'autre que la projection du vecteur a — OA sur l'axe Ox. Par con- 
séquent, 


A > 
À = Proj, a = X. 
D'une manière analogue 


u = Proj, a=Y, v=— Proj, a —Z. 


168 Opérations linéaires sur les vecteurs [ch. VIII 


173. Nous pouvons résumer tout ce que nous avons exposé plus 
haut par le théorème suivant. 


Théorème 19. Quel que soit le vecteur a il peut toujours 


être développé en fonction de la base ë, j, k, c 'est-à-dire représenté 
sous la forme 


a=XitYi+Zk; 
les coefficients de ce développement sont déterminés par le vecteur a 
d’une façon univoque. En d'autres termes, X, Y, Z sont les projections 
du vecteur a sur les axes de coordonnées (c’est-à-dire les coordonnées 


du vecteur a). . 
174. 11 est à noter que l'on peut _développer des vecteurs non 


seulement en fonction de la base i, j, k. Soient trois vecteurs &, @, 


ds. Pour plus de clarté imaginons qu'ils sont appliqués à l’origine 
commune ©. Nous ne faisons aucune supposition spéciale quant 
à ces vecteurs (leurs longueurs et les argles d’inclinaison l'un par 
rapport à l’autre pouvant être arbitraires). Une seule condition doit 
être observée, notamment qu'étant appliqués à l'origine commune O, 


les vecteurs a, @, a, ne doivent pas être situés dans le même plan. 
Cette condition étant respectée on peut énoncer le théorème suivant : 


d . A e e . e # 
Quel que soit le vecteur a il peut toujours être exprimé sous forme 
—+ — + 
d'une combinaison linéaire des vecteurs ai, 42, ds 


a = a+ Hart vas. (9) 
Cette expression du vecteur a est appelée le développement du 


vecteur a en fonction de la base a, ds. as. 
Pour démontrer le théorème énoncé menons par le point O trois 


axes Ox, Oy, Oz suivant les directions respectives des vecteurs &, 


2, as. L'égalité (5) peut alors être obtenue en reprenant les calculs 
et les raisonnements qui nous ont permis de ? prouver l'égalité (4). 


I] suffit de remplacer partout ï, j, k par &, A: ä (le parallélé- 
pipède de la fig. 96 n'aura pas dans ce cas la forme rectangulaire). 
I1 nous reste à élucider la signification géométrique des coeffi- 


cients À, u, v de l'égalité (5). Nous avons: 04, — = ha: ils "ensuit 


que À est la grandeur du segment OA, de l'axe Oz si le vecteur & 
est pris sur cet axe comme segment unitaire. u et v ont une significa- 


tion analogue. Les segments 0A.., 04,, OA, sont parfois nommés 
projections obliques du vecteur a sur les axes Or, Oy, Oz. De même 
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les coefficients À, u, v de l’ égalité (5) sont les grandeurs des 


projections obliques du vecteur a sur les axes Ox, Oy, Oz, chaque 
projection étant mesurée à l’échelle correspondante de son axé. 
Il en résulte que les coefficients du développement d’un vecteur 
en fonction de la base choisie sont déterminés d'une manière univo- 
que (car ils représentent des grandeurs géométriques bien définies). 


Fig. 96,a 


175. Si le vecteur a est situé dans le plan des veateurs di do 
> — ma 
son développement en fonction de la base a;, a, a; prend la forme : 


— LS — 
a — a: LS Mo) 


c'est-à-dire, v — 0. En effet. dans ce cas le point À coïncide avec 
le point B et par conséquent OA, — 0. 

Si nous n’étudions que des vecteurs situés dans un même plan 
et si nous ne développons en fonction de la base que ces vecteurs, 


| + 
il sera suffisant de choisir la base constituée par deux vecteurs &, @& 
appartenant au plan donné (le troisième vecteur devient inutile). 


En tant que basé on peut prendre toute paire des vecteurs &, d 
du plan donné; toutelois ils doivent absolument satisfaire à la 
condition suivante: étant appliqués à l'origine commune © les 


> + 
vecteurs 4,, a ne doivent pas se trouver sur une même droite. Autre- 
ment dit, la base dans le plan est obligatoirement constituée par des. 
vecteurs non colinéaires. La construction des composantes est natu- 
rellement plus simple dans le plan que dans l’espace (fig. 96, a). 
Nous avons: 


Les segments 04, OA, sont des projections obliques du vecteur 


+ ; . » r 
a sur les axes Ox, Oy les coeîficients À et a représentant leurs gran- 
deurs lorsqu'en tant que segments unitaires on choisit sur les axes 


correspondants les vecteurs a, et a. 


CHAPITRE IX 


PRODUIT SCALAIRE DES VECTEURS 


$& 56. LE PRODUIT SCALAIRE ET SES PROPRIÉTÉS 
FONDAME NTA LES 


176. On appelle produit scalaire de deux vecteurs un nombre égal 
au produit des modules de ces vecteurs par le cosinus de l'angle formé 
par ces vecteurs. 


On désigné le produit scalaire de deux vecteurs aetb par le sym- 
—— 
bole ab. 


Désignons par q l'angle de deux vecteurs a et b. Nous pourrons 
alors exprimer le produit scalaire de ces deux vecteurs par la formule 


> — >, 
ab=l|al-|b|.cos . | ({) 
Il est important de remarquer pour ce qui suivra que | b|cos = 
— Proj, b (voir n° 148). Par conséquent, 
ab— ja |: Proj, b. (2) 
—+ ne 

De même, |[a|-cosp= Proj,sa et nous aurons aussi 
ab— | b| :Proÿ «. (3) 
Aïnsi donc, le produit scalaire de deux vecteurs a et b peut être 
considéré soit comme le produit de deux nombres dont l’un est le modu- 
Je du vecteur a et l'autre la projection du vecteur b sur l'axe du vec- 
leur a, soit comme le produit de deux nombres dont l'un est le module 


du vecteur b et l autre la projection du vecteur a sur l'axe du vecteur b. 
177. Il faut chercher l’origine du concept de produit scalaire 


dans la mécanique. En effet, si le vecteur (libre) a représente une 
force dont le point d'application se déplace de l'origine vers l’ex- 
trémité du vecteur b, le travail w de cette force est déterminé par 
l'égalité 
w—=|a|.|b{.cos y. 
En calcul vectoriel on appelle cette grandeur produit de 


deux vecteurs du fait qu'elle possède certaines propriétés algébriques 
d'un produit ordinaire de nombres (qui seront indiquées au para- 
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graphe suivant). On appelle cette grandeur produit scalaire 
car elle est un scalaire (un nombre). 

178. Le produit scalaire possède Les propriétés algébriques sui- 
vantes. 


4 Commutativité des facteurs: 


Dh ++ 
ab—ba. 

La e pe s1®° * +. ue 7 
Démonstration. Par définition ab = |a]|:|b |-cos y 
> + + — — — —+ 

et ba = |b|:|a|:-cosp. Or |al:1b[ = |bl-|e|, car c'est un 
+ —+—+ 


simple produit de nombres et, par conséquent, ab = ba. 
2. Associativité par rapport à la multi- 
plication par un nombre: 


(xa) b = a (a b). 
Démonstration. En vertu de la formule (3) nous avons 
(aa) b— | b! *Projs (aa). 


Mais le théorème 18 (n° 168) indique que Proje (aa) = à Pro a. 
Ainsi donc, 


(aa) be 1b| Projs (aa) = | b| -& Projs = a (| b| *Proje a). | 


— —+> — — 
D'autre part, cette même formule (3) nous donne | b|-Projs a = a b. 
Par conséquent, 


(aa) b= a (|b| Proja) = a (a b). 


Remarque 1. Il découle des propriétés 1 et 2 que 


(æa) (Bb) = (a8) (a 6). 
En effet, 


(aa) (Bb) = à [a (Bb)1 = à 1(B) a] = à 1B( &)] = (af) ( a) = (af) (a b). 
3. Distributivité par rapport à l'addition: 
a(b+c)=ab+ac. 
Démonstration. En vertu de la formule (2) nous avons: 
a(b+c)=|at Proje (b+ 0). 
Mais d’après le théorème 17 (n° 168) Proj, (b Le) Proj, b + 
+ Proj,c. Donc 
a(b-+c)=|al-Proje (ô+c)=|a[-(Proj; b+ Projac) = 
—|al.Proj b+|al:Proj c. 
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D'autre part, toujours en vertu de la formule (2) [ae Proje b= a b, 
— + + 
|a[-Proj; c—ac. Par conséquent, 
> — + — : —+ —+ : Es > —} hp —+ 
a{b+c)={a|Proj b+|alProjc—ab<+ac. 

La dernière propriété que nous avons démontrée nous donne le 
droit d'effectuer la multiplication scalaire des vecteurs terme par 
terme. Compte tenu de la première propriété, on peut ne pas se pré- 
occuper de l’ordre des facteurs. La deuxième propriété nous permet. 


alors (voir remarque 1) de grouper les coefficients des facteurs vec- 
toriels. Par exémple, 


(2a + 5b) (3c + 44) = (2a + 5b) (8c) + (2a + 58) (4d) = (2a) (Bc) + 
+ (5b) (8e) + (2a) (4d) + (5b) (4d) = 6a c + 150 c+ Bad + 20bd. 


Remarque 2.]Ilest un aspect du produit scalaire qui le dis- 
tingue substantiellement du produit ordinaire de deux nombres: 
étant donné que le produit scalaire de deux vecteurs est non plus 
un vecteur mais un nombre, il serait inutile de parler du produit 
scalaire de trois facteurs vectoriels Is ou plus. Remarquons que l’on 


ne peut comprendre le _symbole (ab) c que comme suit: (abje est 
le produit du nombre Gb) et du vecteur €, autrement dit (abjc est 


le vecteur € « allongé » “ab fois. 
179. Nous allons énoncer à présent plusieurs propriétés géo- 
métriques importantes du produit scalaire : 


1. Si les vecteurs non nuls a et b forment un angle aigu, le produit 
scalaire ab est positif. 
En effet, si @ est un angle aigu cos ® =0. Donc, 
ab=|al ll. cos p> 0. | 
2. Si les vecteurs non nuls a et b forment un angle-obtus, le produit 
scalaire a ab est négati | 
En effet, si o est un angle obtus cosp<0. Par ‘conséquent 
2B=al-1bl-cosp<O. | 
8. Si les vecteurs a et b forment un angle droit, ab=— 0. 
En effet, si a et b forment un angle droit p=+ et cos o — 0. 
Donc, ab=|a|- 16]. cos p — 0. 
4. Si Le produit scalaire de deux vecteurs a et b est. nul, les 
vecteurs à et b forment un angle droit. 
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En.effet, si seulement l’un des vecteurs est nul, on peut le consi- 
dérer comme perpendiculaire à l’autre car un vecteur nul peut être 
considéré comme orienté en n'importe quelle direction. Si aucun 


: —+—+ —+ + 
des vecteurs n’est nul, en vertu de l'égalité ab — | a |] b [:cos go — 
| | î . . fe ? + # 
— 0 nous aurons cos g = 0 et donc q — 7: Ce qui signifie précisé- 


ment que les vecteurs. a et b sont perpendiculaires. 

Les deux dernières propriétés peuvent être énoncées dans la 
même formule comme suit: pour que le produit scalaire de deux 
vecteurs soit nul, il faut et il suffit que ces deux vecteurs forment un 
angle droit. 

Notons enfin encore une propriété du produit scalaire. 

9, La multiplication scalaire d'un vecteur par lui-même donne 
le carré de son module: 


—+ + 
aa—|a a |. 
+ —+ Es : 
En effet aa = | a |:| a | cos 0. Or, cos 0 = 1, et, par conséquent, 


pp —+ 
aa = | à F?. 
Rema rque. Le produit scalaire « aa est appelé carré scalaire 


du vecteur a et désigné par le symbole &, En vertu de ce qui vient 


d'être énoncé nous pouvons poser a — | a 2, En d’autres termes, 
le carré scalaire d’un vecteur est égal au carré de son module. 


$ 57. EXPRESSION DU PRODUIT SCALAIRE À L'AIDE 
DES COORDONNÉES DES. VECTEURS 


180. Le théorème suivant nous donne la possibilité de calculer 
le produit scalaire de deux vecteurs connaissant leurs coordonnées, 
autrement dit leurs projections sur les axes d'un système de coordon- 
nées cartésiennes orthogonales. 


Théorème 20. Si les vecteurs à et d sont définis par leurs 
coordonnées : 


a—{X,; Yi; Zi}, b={X,; Y>; Ze}, 
leur produit scalaire est fourni par la formule 


ab XXL ViVot Zi 
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Démonstration. Etablissons tout -d'abord la «table de 
multiplication» des vecteurs de base à, ;, X: 
it, if=0, ik=0, 

ji=0, ji=1, jk—0, (1) 
ki=0, kj—0, k—1. 


Les produits des différents vecteurs de base sont nuls en ce cas, 
car ces vecteurs sont perpendiculaires l’un à l’autre (voir propriété 


3, n° 179); Ë — 1, F° = À, kè = 1 car i,j, k sont des vecteurs unités 
(voir propriété 5, n° 179). 


Développons à présent les vecteurs a et b suivant la base ï. j, k: 

a = Xi + Yij + Zik, | 

b=xX + Yi + Zak | 

(voir théorème 19, n° 173). En vertu des propriétés algébriques du 
produit scalaire établies au n°176 nous pouvons en calculant le 


produit ab multiplier terme à terme les seconds membres des éga- 
lités (2): 


(2) 


a b = X,X,i? + XYij+ Xi k+ 
+ YaX of D + YaVais + YiZai k+ 
LZXk TE ZY SR + Zik. 


En utilisant la « table de multiplication » des vecteurs de base nous 
obtenons : 


ab= NiXot ViYot ZiZn, cd. 


On peut exprimer ainsi le théorème établi: le produit scalaire 
de deux vecteurs est égal à la somme des produits des composantes homolo- 
gues de ces vecteurs. 


181. Nous allons indiquer maintenant trois corollaires importants 
du théorème 20. 


Corollaire 1. L'égalité 
XiXo+YiYo + 212 = 0 (3) 


est la condition nécessaire et suffisante de perpendicularité des deux 
vecteurs 


a={Xi; Vas Zi} et b—{Xo; Yo: Ze). 
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En effet, nous avons montré au n° 479 que pour que les vecteurs 
a et b fassent un angle droit, il faut et il suffit que ab — 0. Mais en 
vertu du théorème 20 nous avons: ab = XiXe + YiYo + Zi22. 
Par conséquent, les vecteurs a et b ne font un angle droit que si 
l'égalité (3) est vraie. 
Corollaire 2. L'angle œ@ entre les vecteurs 
a={Xi; Vis Zih et b={Xr: Yo: 2) 
est défini par l'égalité 
XiXo + YiYo+ 2129 | (4) 
VAN ZA VAE +2 


En effet, par définition du produit scalaire ab. =| a | b| cos p, d’où 


COS @ = 


COSP=———— . (2) 


Mais le théorème 20 nous donne: ab — X,X: + YaYo + Zi2e 
et d’après le théorème 16 (n° 155) | a | = VX? + Y? + Zet | b | — 
— VX? + Y?+ Zi Ce qui avec la formule (5} nous donne la 
formule (4). 

Corollaire 3. Si un axe u forme avec les axes de coordonnées 


des angles à, B,y, la projection d'un vecteur quelconque s — {X;, Y; Z} 
sur l'axe u est définie par l'égalité 
+ 
Proj, s = X cos a + Ÿ cos f + Z cos. (6) 
Pour le démontrer supposons que la direction de l’axe x soit 
définie par un vecteur unité e. En vertu de la formule (2),1 n° 174 nous 
avons: ês — 4 : Proje s. Notons que Le e| = {et  Proje s — Proj, $. 
Donc, Proj,s = 68, Etant donné que le vecteur e 2 est dirigé suivant 
l'axe uw donné, il forme avec les axes de coordonnées les mêmes 
angles que cet axe, c’est-à-dire &, 8, y. Nous pouvons donc en con- 
clure (voir théorème 16, n° 155) que 
Proj, e— el cos, Proj, e— Le cosf, Proj, e= el COS y. 
Mais |e|=1. Donc, 
e= {cosa; cosf; cosy}. 
Ayant 5 — {X; Y;, Z}et e — {cos œ; cos P; cos y} nous trou- 


vons d’après le théorème 20: Proi, S—es=Xcosa + Ÿ cos B + 
+ Z cosy. Ce qu’il fallait démontrer. 


476 Produit scalaire des vecteurs lex. ZX 


482. Exemple 1. Soient trois points À (4:;1:1),B (2; 2;1) et C(2; 1; 2). 
Trouver l'angle ® — < BAC. : | 
Solution. Appliquant le théorème 15 (n° 151), nous trouvons: 


ÂB={1;1:0}, AC; 0: 1}. 
D'où et en vertu du corollaire 2 du théorème 20: 


nn 1:14+1.0+0.1 ___t 4 


OVAEBIEVE+ EEE V2V2 2° 
Par conséquent, q — 60°. | 
Exemple 2. Soient les points À (1; 1; 1) et B(4; 5; 3). Trouver la 
projection du vecteur AB sur l'axe u formant avec les axes de coordonnées des 
angles aigus égaux. | 


Solution. Soient cos &, cos B et cos y les cosinus directeurs de l'axe u. 
Suivant les données du problème ils sont égaux entre eux et positifs (car, B et y 
sont des angles aigus égaux). Mais conformément à l'égalité (4), n° 156, 


cos? & + cos? B + cos? y — 1, 


D'où et conformément à ce que nous venons d’énoncer 


cos = 608005 y = 7 : 
D'après le théorème 15 (n° 151) 

— 

AB={3; 4; —4}. 


[1 nous reste à appliquer le corollaire 3 du théorème 20, autrement dit la 
formule (6). Il vient : | 


. “> 1 1 
Pro AB =3 —- Lo — ho ——z 3. 


CHAPITRE X 


PRODUITS VECTORIEL ET MIXTE DES 
VECTEURS 


$ 58. LE PRODUIT VECTORIEL. 
SES PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES 


183. Nous allons définir ici une nouvelle opération sur les vec- 
teurs: le produit vectoriel. Nous supposerons à cet effet qu'un sys 
tème de coordonnées cartésiennes orthogonales a été choisi dans 
l'espace. 


On appelle produit vectoriel des vecteurs a et b le vecteur désigné 
par le symbole [ab] et défini ar les trois conditions suivantes : 

1) le module du vecteur Lab} est égal à à [al:l b | Sin g où est 
l angle des vecteurs a et D; 


2) le vecteur [ab] est perpendiculaire à chacun des vecteurs a ei b: 
8) le vecteur Lab] est orienté par rapport aux vecteurs a et b de 
la même manière que l'axe de coordonnées Oz par rapport aux axes 


de coordonnées Ox et Oy. Plus exactement, si les vecteurs a, b et [ab] 
sont rapportés à la même origine, le vecteur [abl doit être dirigé 
de façon qu’un observateur traversé des pieds à la tête par [ab] voie 


—+ —+ 

la rotation minimum amenant a sur b s'effectuer dans le même sens 
que la rotation minimum amenant le demi-axe positif Ox sur le demi- 
axe positif Oy pour un observateur traversé des pieds à la tête par 
le demi-axe positif Oz. 

Supposons pour éviter toute équivoque que dans le système de 
coordonnées choisi la rotation minimum Au demi-axe positif Ox vers 
le demi-axe positif Oy soit vue d’un point appartenant au demi-axe 
positif Oz comme s'effectuant en sens inverse des aiguilles d'une 
montre. On appelle un tel système droit. On peut également 
caractériser un système droit de la façon suivante: la direction de 
l'axe Oz de ce système est indiquée par le majeur de la main droite 
dont le pouce est dirigé suivant l’axe Ox et l'index suivant l’axe Oy * 

Ayant choisi un système de coordonnées droit, nous allons préci- 


ser la direction du produit [ab]. Plus précisément, si a, b et [ab] 


* Un système de coordonnées est appelé gauche si Îes axes Ox, Oyet Oz sont 
dirigés comme le pouce, l'index et le majeur de la main gauche. 


412—577 
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sont appliqués à la même origine, le vecteur [ab] doit être dirigé 
de façon que l’on voie de son extrémité la rotation minimum du 


vecteur 4 vers le vecteur b (autrement dit, du premier facteur vers 
le deuxième) s'effectuer en sens inverse des aiguilles d'une montre 
(fig. 97). On peut également appliquer le règle des « trois doigts 


Fig. 97 Fig. 98 


de la main droite »: SÈ a, bet [ab] sont appliqués à la même origine, 


le vecteur [ab] doit ‘être dirigé comme le majeur de la main droite, 
le pouce étant dirigé dans le sens du premier facteur (c est-à-dire 


du vecteur a) et l'index dans la direction du deuxième facteur 


(c'est-à-dire du vecteur b). Nous nous référerons souvent à cette 
règle. 

184, La notion de produit vectoriel prend sa source dans la 
mécanique. À savoir, si le vecteur b représente une force appliquée 
à un point quelconque M et le vecteur a est dirigé d’un point 0: vers 


le point 4, le vecteur [abl représente le moment de la force d par 
rapport au point ©. 


En calcul vectoriel on appelle [ab] produit de vecteurs parce 
que cette grandeur possède certaines propriétés algébriques des pro- 
duits de nombres (voir n° 187, les propriétés 2 et 5). On l'appelle 
produit vectoriel car cest un vecteur. 

185. Nous noterons tout d’abord les propriétés géométri- 
ques essentielles du produit vectoriel. 


1. Si les vecteurs a et b sont colinéaires, leur produit vectoriel est 
nul. 
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Démonstration. Si les vecteurs a et b sont colinéaires, 
leur angle o est égal soit à 0° (lorsque a et b sont de même sens) soit 
à 180° (lorsque a et b sont de sens contraires). Dans les deux cas 
sin o = 0. Donc, ! [ab] [== a || b |. sin p = 0, c'est-à-dire que 
le module du vecteur [ab] est nul et le vecteur [abl lui-même est nul. 

2. Si le produit vectoriel de deux vecteurs a et best nul les deux 
vecteurs a et b sont colinéaires. 

Démonstration. Soitlabl — 0, alors | [ab] } = 0, et donc 
| a |. | b }-sin o = 0. Si ni l’un ni l’autre des vecteurs a et b ne sont 
nuls nous aurons sin @ — 0 et par conséquent les vecteurs a et b 


sont colinéaires. Si par contre un des vecteurs a ou b est nul nous 
sommes en droit de le considérer comme colinéaire à l’autre, car les 
vecteurs nuls ont une direction arbitraire. 

Nous énonçons à présent ces deux propriétés du produit vecto- 
riel de la façon suivante: pour que le produit vectoriel de deux vec- 
teurs soit nul il faut et il suffit que les deux vecteurs soient colinéaires. 


3. Si les vecteurs a et b sont rapportés à la même origine, le module 
du produit vectoriel | [ab] | est égal à l'aire du parallélogramme cons- 


+ —+ 
truit sur les vecteurs a et b. 
Démonstration. Désignons par S l’aire du parallélo- 


+ — 

gramme construit sur les vecteurs a et b. On sait, par ia géométrie 
élémentaire, que l'aire d’un parallélogramme est égale au produit de 
sés côtés adjacents par le sinus de l’angle qu’ils forment. D'où 


ja || b |-sin @ — S, et par conséquent, 
Ha =, (1) 
ce qu’il fallait démontrer. 
186. En vertu de la propriété précédente, nous pouvons expri- 
mer le produit vectoriel par la formule 
lab] = Se, (2 
où e est un vecteur défini par les trois conditions suivantes : 
1) le module du vecteur e est égal à 1; 
2) le vecteur e est perpendiculaire à chacun des vecteurs a et b. 
3) le vecteur € est dirigé comme le majeur de la main droite dont 
le pouce est dirigé comme le vecteur a et l'index comme le vecteur b 
12% 
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(en supposant que les vecteurs €, a et b sont ramenés à la même ori- 
gine). 
Pour démontrer la formule (2), comparons les conditions qui 


définissent le vecteur € avec celles qui définissent le produit 
vectoriel [ab] : il est facile de déduire de cette comparaison que les 
vecteurs Tab] et e sont colinéaires et dirigés dans le même sens. Par 
conséquent, le vecteur [ab] peut être obtenu en multipliant le vecteur 
e par un certain nombre positif. _Ce nombre est égal au rapport du 
module du vecteur [ab].au vecteur ë, comme e = 1, ilest simplement 
égal au module du vecteur Lab], c'est-à-dire à S. Par conséquent, 

[abl — - Se, ce qu'i ‘il fallait démontrer (la fig. 9 illustre la formule (2) 


pour le cas où la | =2; 16] — 2,  — 90°). 
187. Nous allons établir à présent les propriétés algébriques du 
produit vectoriel. 

4 Anticommutativité des facteurs: 


[ab] = — [ba] (3) 


autrement dit, le produit vectoriel du vecteur a par le vecteur b est 
un vecteur opposé au produit vectoriel de b par: a. 

. Démonstration. Si les vecteurs a et b sont colinéaires 
[ab] comme [bal deviennent nuls. L'égalité (3} sera donc vraie. 
Supposons à présent que les vecteurs a et b ne soient pas Colinéaires. 

Remarquons tout d'abord qu'en vertu des deux premières condi- 


+ + 
tions définissant le produit vectoriel, les vecteurs [ab] et [ba] ont 
même module et sont colinéaires. Par conséquent, nous aurons soit 
—— ——+ >> ep s 
[ab] — [ba], soit [abl — — [ba]. Il nous reste à décider laquelle 
de ces deux possibilités aura réellement lieu. Cette question est 


résolue par la troisième condition. Nous dirigerons d’abord le pouce 
et l'index de la main droite respectivement suivant les vecteurs 


a et b, puis suivant les vecteurs b et a. Il nous faudra à cet effet tour- 
ner la main de telle façon que le majeur soit dirigé dans le deuxième 
cas dans le sens opposé à celui qu'il avait dans le premier cas 


(a et b). Par conséquent, [ab] et [ba] sont de sens opposés, c'est-à-dire 
que 


La b] = —[b a]. 
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2. Associativité par rapport au facteur 
scalaire: 


[(Aa) b] = à [a 6] (4) 
et — 
[a (Ab) = À [a 8]. (5) 


Démonstration. La formule (5) se réduit à la formule 
(4) en intervertissant l’ordre des facteurs _vectoriels dans les deux 


membres (en remplaçant ensuite b par aeta. par b). Il suffit donc de 
démontrer la formule (4). 


Remarquons avant tout que si À — Ô ou si les vecteurs: aetb 
sont colinéaires, la formule (4) est évidemment vraie, car dans ce cas 
lies deux membres de l'égalité seront nuls. Supposons donc que 


1-Æ0et a et b ne sont pas colinéaires. 
En vertu de la première condition de la définition du produit 


vectoriel le module du vecteur [ab] est égal à | a -| b j-sin p où p est 
l'angle des vecteurs a et b. Par conséquent, le module du vecteur 
à [ab] est égal à À | a | .| b |-sin q. Conformément à à la même condi- 
tion, le module du vecteur r [(Xa) b] est égal à À | a jé b |-sin 4 où 


v est l'angle des vecteurs Aa et b. Or l'angle 4 est égal soit à l'angle 
p si À est positif, soit à l'angle x — si À est négatif. Dans les deux 


cas sin @ — sin Ÿ. Il en résulte _que le module du vecteur [(Aa) b] est 


égal au module du vecteur À [ab]. 
Conformément à la deuxième condition de la définition du pro- 


duit vectoriel les deux vecteurs : à [ab] et [(Aa) b] sont perpendiculai- 
res à chacun des vecteurs a et b. Par conséquent, les vecteurs À [ab] 
et [(ka) b] sont colinéaires. 


Etant donné que les vecteurs À [ab] et [(Aa) b] ont des modules 
égaux et sont colinéaires ils sont soit égaux soit opposés, autrement 


dit nous avons soit [(La) b] — À [ab], soit [(Aa) bl = — à [abl. 
Il reste à déterminer quelle sera l'égalité vraie. Nous aurons à considé- 
rer deux cas, À => 0 et À 0. 


Soit À => 0. Les vecteurs ha et a auront alors la même direction. 
Dans ce cas : suivant la règle des trois doigts de la main droite les 


vecteurs [(Aa) b] et fab! sont orientés dans Is même sens. Mais pour 
À >> 0 le vecteur À [ab] est dirigé dans. le même sens que [ab]. Par 
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conséquent, le vecteur [(Aa) b] est orienté dans le même sens que le 
vecteur À [ab] et donc [(Xa) b] — À [ab]. 

Soit à << 0. Les vecteurs Aa et a sont alors de sens opposés. Dans 
ce cas suivant la règle de la main droite le vecteur [(Aa) b] est dirigé 


Fig. 99 


dans le sens opposé au vecteur Lab]. Mais pour À < 0 le vecteur 
À [ab] est également dirigé en sens -opposé au vecteur [ab]. Par consé- 
quent, les vecteurs [(Aa) bi et À [ab] sont orientés dans le même sens 
et donc [(Aa) b] — À [abl. 

Nous voyons donc que cette relation est toujours vraie. 


3. Distributivité par rapport à l'addi- 
tion: 


[a (b+- c)} — [a b] + [a c! (6) 
et 
[(É+-c) a] = (8 aj + [cal (?) 


Démonstration. La formule (7) se réduit à la formule 
(6) par interversion des facteurs dans les deux membres de cette éga- 
lité. IL nous suffira donc de démontrer la formule (6). Remarquons 


que pour == 0, il est. évident que la formule (6) est vraie. Nous 


nid donc que. a Z O0. 
Considérons tout d'abord le cas particulier où le premier facteur 
est un vecteur unité et les deux autres lui sont perpendiculaires. 
Rapportons les trois vecteurs à une origine commune O. Dési- 


gnons le premier vecteur (unité) par do: : soient OB et OC les deux 
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autres vecteurs (perpendiculaires à &), OD leur somme : OB + 
+ OC = OÙ (fig. 99). 
Introduisons les SeRGRAUONr) suivantes : 

—+ + — —ÿ —- 

OB*—[a0B], OÙ* = = (a OÙ], OD* = [AO] — [& (OB -+ OÙ]. 

En vertu des deux premières conditions de la définition du pro- 
duit vectoriel nous avons: 

4) LOË*|= 1 OË11= | aol 1081 -sin 90° — -LOB |. 
2) OB* L do, OB* L O. 
Jl en découle que l'on peut obtenir Je vecteur OB* en faisant 


tourner le vecteur OB de 90° autour de do. De plus, en vertu de la 
condition 3, cette rotation s'effectuera dans. le sens inverse des 
aiguilles d'une montre pour un observateur situé à l'extrémité du 


ns L CE | : ‘ — 
vecteur &. D'une manière analogue, on obtient les vecteurs OC* 
ap + 
et OD* en faisant tourner les vecteurs OC et OD de 90° autour du 


vecteur &, dans le même sens. Par conséquent, toute la figure OB*D*C* 
est obtenue par rotation d'un parallélogramme OBDC, donc 
OB*D"C® est u un parallélogramme. Nous pouvons donc conclure 


que OD* — OB* + OC* ou 
+ + — + —+ — | 
[200 DT = [ao0B1 + 1ao0C1. ° (8) 


C'est la formule (6) pour le cas particulier que nous avons envi- 
sagé. 


Soit à à. présent a un vecteur quelconque perpendiculaire aux vec- 
teurs OB et OC. Désignons | par. PA le vecteur unité dirigé de même 


que a. Nous aurons & = | & |- “ds. Multiplions les deux membres de 
l'égalité (8) par le nombre l'a | et remplaçons | a |°&o par a. Il vient 
[«OD] = [a0B) + [aOË1. (9) 


> —+ > | 
Considérons enfin les vecteurs a, b et c de directions quelconques. 
Supposons-les ramenés à une origine commune ©. Traçons par les 


+ —+ . + + = 
extrémités des vecteurs b, c et b + c des droites parallèles au vec- 


teur a. Faisons ensuite passer par le point O un plan perpendiculaire 
à ces droites et qui les coupera aux points B,CetD (fig. 100). 


Examinons les produits vectoriels Lab} et [a0B1. Il est facile de 
comprendre qu’ils représentent un soul et même vecteur. En effet, 
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le module du vecteur Lab} est égal au module du vecteur [aOB], 
étant _donné: que l'aire du parallélogramme construit sur les vec- 


teurs a et b est égale à l'aire du parallélogramme construit sur les 
vecteurs a et OB d'une part et d'autre part, les vecteurs [ab] et 
[aOB] sont colinéaires car ils sont tous deux perpendiculaires à un 


Fig. 100 


seul et même plan (contenant les vecteurs a, | b'et 0B);: enfin, suivant 


la règle de la main droite, les vecteurs [ab] et [a0Ë! sont dirigés 
dans le même sens. Ainsi donc, 


(a0B] = [a b]. 
De même 
+) —}. +— + + + +: 
[aOCY= {a c|, [aOD]=[a(b+c)l. 
Posant ces expressions dans l'égalité (9) nous obtenons 
(a (b+ c)] = la b] + le ci, 


ce qu'il fallait démontrer. 

188. Cette dernière propriété algébrique du produit vectoriel 
nous permet d'effectuer les multiplications vectorielles de vecteurs 
terme par terme..La deuxième propriété nous donne le droit de 
grouper les coefficients numériques des facteurs vectoriels. Par 


$ 591 Expression du produit vectoriel 185 


exemple, 
[(2a + 5b) (80 + 4d)1 = 1(2a + 5b) (8c)] + 1(2a + 5b) (Ad)] = [(2a) (861 + 
+ [(5b) (80)1 + 1(2a) (4d)1+ 1(50) (42) — 
= 6 ja c]+ 1510 c] +8 {a d] + 20 [bd]. 

Il convient toutefois de se souvenir toujours que l’ordre des fac- 
teurs d'un produit vectoriel est important. Conformément à la pre- 
mière propriété, lorsqu'on intervertit les facteurs d'un produit vectoriel 
il faut mettre devant ce produit le signe moins. 


Remarque. Nous. avons montré au n° 185 que le produit 
vectoriel de vecteurs colinéaires était nul. En particulier, le produit 


vectoriel de deux facteurs identiques est nul : [aal = 0. C'est pour- 
quoi il n'existe pas dans le calcul vectoriel de carré vectoriel. 


8 59. EXPRESSION DU PRODUIT VECTORIEL EN FONCTION 
DES COORDONNÉES DES VECTEURS 


189. Le théorème suivant nous permet de calculer le produit 
vectoriel de deux vecteurs connaissant leurs coordonnées, c’est-à-dire 
les projections de ces vecteurs sur les axes d'un système de coordon- 
nées cartésiennes orthogonales. 


Théorème 21. Si les vecteurs a et b sont définis par leurs 
coordonnées : 
a={X;; Y1: Zi} et b—4{X;; Yo; Z2}, 
le produit vectoriel du vecteur a par le vecteur b est déterminé par 


la formule: | 

+ —+ : Y; Z: X: ZA X: Y; 
[a b] = le ; (1} 

Yo 2 Xo Zol' |Xo Yo 
Démonstration. Dressons tout d’abord la table de multi- 
plication vectorielle des vecteurs de base. Conformément à la remar- 
que à la fin du n° 186, [il = 0, [jj] = 0, [kk| = 0. Voyons à présent 
le produit vectoriel [ij]. Le module du vecteur [ij] est égal à l'aire 


du parallélogramme construit sur les vecteurs ietj (voir n° 185, 
propriété 3). Ce parallélogramme est un carré de côté égal à 1 et son 


aire est, par conséquent, égale à 1. Donc, [éjl est un vecteur unité. 
Etant donné que le vecteur [1j] doit être perpendiculaire aux vecteurs 


+ Ed 2» 
i et j, il est facile de comprendre en s'appuyant sur la règle de la 
main droite que ce vecteur coïncide avec le troisième vecteur de 
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base, c’est-à-dire li] — £. Un raisonnement analogue nous indique 
que [jk]l — à, {kil = j. Il nous reste à exprimer [jil, [kj] et [ik]. Mais 


Ga = — ji, ll = — ki, (ji=— HD Done fi = —k, 
{ji = — à, likl — — j. Nous obtenons ainsi la table de multiplica- 


tion que voici: 
É=0, = KA=—} 
Fi=—k Hi=0, Dh (2) 
Éi=),. (Ejl=—ù (kk]—0. 
Développons à présent les vecteurs a et b selon la base i, j, k: 
a=Xii+ Yij + Zik | 
b= Xoi+ Yo + Zok ) 
(v. théorème 19, n° 173). En vertu des propriétés algébriques du pro- 


duit vectoriel nous pouvons effectuer la multiplication terme par 
ferme dans les deuxièmes membres des égalités, Il vient : 


(3) 


(ab}=XiX2 LE El XVe 71 + XiZol A] + 
+ YiÂo TE +YiŸo FEI + Y122 (Al + 
+ ZX 2 LR E] + Zi Va [ P1+ ZaZ LR EI. 
Utilisant la table de multiplication (2) des vecteurs de base : 


[ab] = (Y 12e — YaZ1)i — (X 122 — Xo2) 1 (XV a— XoŸ 1) 
soit 

Yi Z 
Yo Z 


+ — 


X: Z X,Y 
[a b] = 1 #1 1 1 


X2 Lo X2 Yo 


— 
L3 


Li — 


—+ 
9 


ÿ+ 


+ 


k. (4) 


LU 
————t 


? 


? 


Nous avons obtenu le développement du vecteur [a b] selon les 
vecteurs de base i, j, k. Les coefficients de ce développement sont les 
coordonnées du vecteur [ab]. Par conséquent, 
Eu Y, Z X, Z Xi Y 
fa b] _ { 4 41 one î Î | | (1) 
Y2 22 X3 2 Xe Ye 
Ce qu'il failait démontrer. 
Remarque. Pour rendre plus commodes les calculs de la 
formule (1), il est utile d’inscriré au préalable les coordonnées des 
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vecteurs donnés sous forme de table comme suit: 
X1 Yi Z: 
5 Ya . | 
En supprimant ici la première, puis la deuxième et enfin la troi- 


sième colonne, nous obienons successivement trois déterminants du 
deuxième ordre. En les calculant et prenant le deuxième avec le 


signe—, nous trouvons les trois coordonnées du vecteur [ab]. 
Remarquons encore que l’on peut donner à la formule (4) (qui 
est équivalente à la formule (1)) la forme suivante: 


1 14 
[a b]=|X1 Yi Zi (9) 
Xe Yo 2 


En effet, si nous développoris ce déterminant d’après les éléments 
de la première ligne, nous trouvons exactement la même expression 
que dans le deuxième membre de la Rs (4). 

190. Exemple 1. Soient les vecteurs a = = (2; 5; 7}et = (1,2; 4}. 
Trouver les coordonnées du produit vectoriel [ab]. 

Solution. Conformément aux remarques du numéro précédent, dressons 


le tableau 
(; 5 ) 
124) 


Cachant successivement les colonnes de ce tableau, nous obtenons trois 
déterminants du second ordre. En les calculant et prenant le deuxième avec 
le signe —, nous trouvons les NA cherchées 


+: 
[a b]—{6; , —4}. 

Exemple 2. Soient trois points ra l’espace : AA 1: 1),-# (2:22) 
et C(4;3; B. Déterminer la surface ,S A du triangle ABC 

—- 

Solution Considérons les vecteurs . AB et AC. En vertu du n° 183, pro- 
priété 3, le module du produit vectoriel [48 . Ac } est égal à l'aire du parallélo- 
a construit sur les vecteurs AB et AC. Or, l'aire du triangle que nous 

evons déterminer est égale à la ri de l'aire de ce parallélogramme 
SA = + LAB AC] |. 
Il nous reste à calculer la valeur du deuxième membre de cette égalité. 

Avant tout, nous appuyant sur le théorème 15 (n°154), trouvons les 
coordonnées des vecteurs”4B et AC: 

—+ —+ 
AB={1;1;1}, AC=1{3; 2; 4}. 
> — > —+ ————— = 
D'où [AP AC]=—42: —1; —1} et |[[4B AC]|=V22+12+12= 7/6. 
Nous trouvons donc $ A=TZ V6. 
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$ 60. PRODUIT MIXTE DE TROIS VECTEURS 


191. Soient trois vecteurs quelconques a, bete. Imaginons que 
le vecteur a soit multiplié par le vecteur b. vectorieilement et le vec- 
teur obtenu [ab] par. le vecteur c scalairement. Nous aurons ainsi 
défini le nombre [ab] ce. Ce nombre est appelé produit vectoriel- 


; , > + — 
scalaire ou mixte des trois vecteurs a, b, c (nous userons par la suite 
de cette dernière dénomination). Nous étudierons dans les paragra- 
phes suivants les propriétés du produit mixte et nous indiquerons 
une série de problèmes à la solution desquels le produit mixte. peut 
être appliqué avec succès. 


192. Nous conviendrons de dire que les vecteurs a, b, © sont 
coplanaires s'ils appartiennent au même plan ou à des plans ‘parallè- 
les. Etant donné que les vecteurs géométriques sont des vecteurs 
Dibres on peut toujours lorsqu'ils sont coplanaires les transporter 
dans un même plan par translation. En particulier, des vecteurs 
coplanaires se trouveront dans le même plan si on les applique à une 
origine commune. 

193. Si en donnant trois vecteurs on indique le premier, le deu- 
xième et le troisième, on dit que l’on a un ensemble de trois vecteurs 
ordonnés. Nous inscrirons ces vecteurs dans le texte dans l’ordre 


+ —+ —+ 


de leur numération. Par exemple, si nous écrivons a, b, c cela signi- 

fie que l’on considère a comme le premier vecteur, b comme le deuxiè- 
+ . | ” 

me et c comme le troisième. 


+ + — 


Si nous écrivons b, c, a, c’est que nous considérons b comme le 


“A 
premier vecteur, c comme le deuxième et a comme le troisième. 

194. Un système de trois vecteurs non coplanaires est dit droit 
si les vecteurs qui le composent étant rapportés à une origine com- 
mune se disposent dans le même ordre de numération que le pouce, 
l'index et le majeur de la main droite. Précisons: un système de 
trois vecteurs non coplanaires est dit droit si son troisième vecteur 
est disposé par rapport au plan formé par les deux autres du même 
côté que le majeur de la main droite dont le pouce est dirigé suivant 
le premier vecteur du système et l'index suivant le deuxième. 

Un système de trois vecteurs non coplanaires est dit gauche si 
les vecteurs qui le constituent, étant appliqués à la même origine, 
se répartissent suivant leur ordré de numération comme le pouce, 
l'index et le majeur de la main gauche. 

Un système de trois vecteurs coplanaires n'est ni droit ni gauche. 


+ + — 


195. Soient des vecteurs non coplanaires quelconques a, b, c. 
En les numérotant de toutes les façons possibles, nous obtiendrons 
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db +) —+ + + Dh Dh + + > — 


six systèmes de trois vecteurs: &,b,c ; b,c,a ;.c,a, b: ba,c; a,c,b; c,b,a. 
Par observation directe d’un modèle ‘(au il est facile de confectionner 
avec du fil de fer) nous pouvons nous convaincre que ces six systè- 
mes de trois vecteurs contiennent trois systèmes gauches et trois 
systèmes droits. 


> + +. + + —+ + + — 


a, b, c; b,c,a; c,a,b 


sont des systèmes de même orientation, . c 'est-à-dire qu'ils sont soit 
tous droits, soit tous gauches. 


+ + — + —> -> + —+ 


—+ 
b,a, c; a,c,; b; c,b,a 


sont les systèmes d’orientation contraire * 
196. L'important théorème suivant exprime le sens géométrique 
du produit mixte. 


Théorème 22. Le produit mixte fab] © c est égal au volume du 
parallélépipède construit sur les vecteurs a, b, €, pris avec le signe +, si 
le système a, b, € est roi et avec le signe — — si ce système est gauche. 


Si les vecteurs a, b, © sont coplanaires, [ab] c — 0. 
D 6 monstration. Supposons tout d'abord que les vecteurs 


aetb ne sont pas colinéaires. Désignons par S lé aire du parallélo- 


gramme construit sur les vecteurs a et b et par e le vecteur unité 
défini comme dans le n° 186. D'après la formule (2), n° 186, 


[ab] = 
D'où 


(able S(ec)=S|e|Proic—S Proic. (1) 


* On peut indiquer le moyen suivant pour distinguer les systèmes. Imagi- 
nons que nous soyons à l'intérieur du trièdre dont les trois vecteurs sont les 
arêtes. Si pour aller du premier au deuxième puis au troisième et revenir au 


€ 


€ 


Cr SË 
& 


premier, nous devons tourner en sens inverse des aiguilles d'une montre, le 
système auquel nous avons affaire est un système droit. Si par contre nous 


devons tourner dans le sens des aiguilles d’une montre, Je système est un systè- 
Ar > + — 


me gauche. Conformément à cette règle, les systèmes 2, b, c; b ee aet €, a, b 
sont des systèmes droits sur le graphique ci-dessus. 
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Mais Proje c — + k, où h est la hauteur du parallélépipède cons- 


> — 


+ : . 
truit sur les vecteurs a, b, c, à condition que l’on considère comme 


base le parallélogramme construit sur les vecteurs a et b (fig. 101). 
Par conséquent, en désignant le volume du parallélépipède par V 


Fig. 101 


et vu que ÀS — V, nous trouvons en vertu de (1): 
> — 
la bcz +. (2) 
Nous devons établir maintenant dans quel cas nous aurons un 
signe + et dans quel cas un signe —. Remarquons à cet. effet que 
Proje c — + h si le vecteur c est disposé du même côté du plan déter- 
miné par les vecteurs a et b que le vecteur e, c’est-à-dire si le système 
de vecteurs a, b, c _est de même orientation que le système a, be 
(voir n°192); Proi, c = —_hsi les vecteurs cet e se trouvent de part 
et d'autre du _plan des vecteurs a et b, autrement dit si les systèmes 


a, b,cet a, bd, e > sont d'orientations. difiérentes. Mais par définition 


du vecteur € (voir n° 186) le système a, b, e est un système droit. 
Nous. aurons donc dans la formule (2) un signe + si le système 


a, b, FE est droit et un signe — Si. ce système est gauche. Si enfin le 
vecteur c appartient au plan a, b, autrement dit si les vecteurs a, 
b et € sont coplanaires, Proj, c c — 0 et, comme l'indique l'égalité (1), 
fab] c c— 0. Le théorème est ainsi entièrement démontré dans la 
supposition que les vecteurs a et b ne sont pas colinéaires. Il nous 
reste à considérer le cas où a et b sont colinéaires. Dans ce cas [ab] — 
— (et, par conséquent, fab] « c == 0, ce qui est également en accord 
avec l’énoncé du théorème, car si les vecteurs a et b sont colinéaires 
les trois vecteurs a, b et c sont coplanaires. 
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Le théorème est démontré. 
197. Il est facile de déduire du théorème 22 l'identité suivante : 


[ablc—albcl. (3) 


Démonstration. Etant donné que l'on peut intervertir 
les facteurs dans la multiplication scalaire, 


a(bcl={[bcla. (4) 
Ensuite, le théorème 22 nous donne: 
[ablc=+V, [bcla=+#. (5) 


+ + + + + + . 

En vertu du n° 195, les systèmes a, b, c et b, c, a sont de même 

orientation. C’est pourquoi et compte tenu du théorème 22 nous 

devons prendre dans les deuxièmes membres des égalités (5) un seul 
et même signe. Par conséquent, les égalités. (5) nous donnent : 


[a blc==[b ca. 
D'où et en vertu de l'égalité (4), 
(& ble—albci, 
ce qu il fallait démontrer. 


198. Nous désignerons dans la suite de l'exposé les produits 


Lab] € et a [bel plus simplement par le symbole abc. Le fait que l’on 
n'indique pas quels sont les vecteurs qui sont multipliés entre eux 
vectoriellement ne peut provoquer de malentendus car [ab] c — 
— «a [bc]. 

199. Soulignons que la proposition suivante découle directement 
du théorème 22. 


— — > —+ 
Le produit mixte des vecteurs a, b, c est nul si et seulement si a, b 


et c sont coplanaires. 
En effet, le théorème 22 indique directement que si les vecteurs 


a, b b,c sont coplanaires le produit « abc = : 0. Le même théorème aîlir- 
me que ‘abc —0 seule nm en t si a, D et c sont coplanaires. Plus 


précisément, si les vecteurs a, P, € ne sont pas coplanaires, le parallé- 
lépipède c construit sur ces vecteurs a un volume non nul, par consé- 


quent, ‘abc = À. 
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Cette même affirmation peut être également énoncée comme suit. 

; ‘e e ; me 

La condition nécessaire et suffisante pour que trois vecteurs a, 

b, c soient coplanaires est que leur produit mixte soit nul: abc = 0. 


$ 61. EXPRESSION DU PRODUIT MIXTE EN FONCTION 
DES COORDONNÉES DES VECTEURS 


200. Théor ème 23. Si les vecteurs a, b,c sont définis par 
leurs coordonnées : 


a— {Xi1; Y1; Zi}, b={X2; Yo; Zo}, c={X3: Fe; Z3}, 


le produit mixte de ces vecteurs est déterminé par la formule 


Xi Yi Zi] 
abc — X2 Ye Z2 . 
Xs Vs Z3 


Démonstration. Nous avons ‘abc [ab] c. En vertu du 
‘théorème 24 (n° 189), | 
x ral 
X2 Val] 


CES ee 


Yo Ze 
En multipliant scalairement ce vecteur par C={Xs; Ye; Zs) et 
en nous appuyant sur le théorème 20 (n° 180), nous trouvons: 


X ZA 
X: 7: 


? 


L 


7: +7 M 6 ra Z: 
a c=ao]c=!.. 7 Xs—| 2. Fstly y Z3= X> Yo Zo|, 
à #2 AD 442 2 2 a Ys Za 


ce qu'il fallait démontrer. 


Exemple. Soient quatre points dans l'espace : À (1; 1; 1), B (4; 4; 4), 
CG; 5;5}), D (2; 4; 7). Trouver le volume du tétraèdre ABCD. 

Solution. On sait par la géométrie élémentaire que le volume Vr 
du tétraèdre 4ABCD est égal à 1/4 du volume du parallélépipède construit sur 


— ; 
ses vecteurs AB, AC et AD. D'où nous pouvons conclure ainsi que du théorème 
22 que V7 est égal à la sixième partie de la valeur absolue du produit mixte des 

+ > —> Li 
vecteurs AB -AC.AD. Il nous reste à calculer ce produit mixte. 


> | 
Trouvons tout d’abord les coordonnées des vecteurs AB, AC et AD, D'après 
le théorème 15 du n° 15t nous avons: 


4B=(3:3:3), AÛ=/2:4:4), ADæfl: 3: 6) 
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D'où et d'après le théorème 23 nous trouvons: 


3 33 
+ — —> 
AB'AC-AD=|2 4 4|--18, 
136 


soit Vr — 3, 


201. Conformément au n° 199, la condition nécessaire et suffi- 


sante pour que trois vecteurs a, b et c soient coplanaires est que leur 
produit mixte soit nul. 
En vertu de cette proposition et du théorème 23, nous pouvons 


+ — + 
donc conclure que: si les vecteurs a, b et c sont définis par leurs coor- 
données : 


a={Xis Vas Zu), = {Xo Vas 2h, CæXsi Ysi 2}, 


la condition nécessaire et suffisante pour que ces vecteurs soient 
coplanaires s'exprime par la relation 


À Yi Zi 
Xe Ya Z2l=0, 
Xa V5 Z3 
qui est la nullité du déterminant de troisième ordre ayant pour éléments 


+ 


+ 
les coordonnées des vecteurs a, b, c. 
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CHAPITRE XI 


ÉQUATION D’UNE SURFACE ET ÉQUATIONS 
D'UNE. COURBE 


$ 62. ÉQUATION D'UNE SURFACE 


202. On sait que certaines surfaces élémentaires (plan, sphère, 
cylindre de révolution, cône de révolution) peuvent être étudiées 
avec facilité à l’aide des méthodes de la géométrie élémentaire. Mais 
le problème général de l'étude des nombreuses surfaces qui se rencon- 
trent dans les différentes branches des mathématiques et de leurs 
applications nécessitent les méthodes plus perfectionnées de l’afgèbre 
et de l'analyse. Les méthodes de l'algèbre et de l’analyse à Leur tour 
s'appuient sur le procédé uniforme de définition d'une surface par 
une équation. | 

203. Soient x, y, z des grandeurs variables arbitraires. Cela 
signifie que nous entendons par les symboles x, y, z des nombres 
(réels) quelconques. Nous appellerons les relations de la forme 
F (x, y, z) = 0, où F (x, y, z) est une relation quelconque conte- 
nant x, y, 7, équation à trois variables x, y, z, si l'égalité 
F (x, y, z) = 0 n'est pas toujours vraie, c’est-à-dire pas pour toutes 
les combinaisons des trois variables x, y, z. On dit que les trois 
nombres z = Zo, Y — Yo, 2 = 2 satisfont à une équation 
donnée à trois variables si en substituant ces valeurs aux variables 
l'équation est vérifiée. Si F (x, y, z) = 0 est. une identité, toutes 
les valeurs de x, y et z lui satisfont. 

204. La notion déquation dune surface est une 
des notions fondamentales de la géométrie analytique dans l’espace. 
Nous allons expliquer tout à l'heure ce que l’on entend par là. 

Soient une surface quelconque dans l’espace et un système de 
coordonnées déterminé. | 

_ On appelle équation de la surface (dans le système de coordonnées 
choisi) une équation à trois variables à laquelle satisfont les coordon- 
nées de chaque point appartenant à cette surface, mais qui n'est satis- 
faite par les coordonnées d'aucun autre point. 

Par conséquent, l'équation de la surface étant connue, on peut 
pour chaque point de l'espace déterminer s’il appartient ou non à 
cette surface, Il suffit de substituer les coordonnées du point envi- 
sagé aux variables de l'équation. Le point appartient à la surface 
si ses coordonnées satisfont à l'équation et n'y appartient pas dans 
le cas contraire. 
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La définition qui vient d'être énoncée fournit la base de la géo- 
métrie analytique dans l’espace. Les méthodes de la géométrie ana- 
lytique dans l’espace consistent dans l'étude des surfaces envisagées 
par l'analyse de leurs équations. Si la surface est définie par des 
moyens purement géométriques, on commencera par établir l’équa- 
tion de cette surface. Mais dans de nombreux problèmes l’équation 
joue le rôle de donnée primaire, la surface elle-même étant considérée 
comme un élément secondaire. Autrement dit, on se donne sou- 
vent une certaine équation qui détermine ainsi une certaine 
surface. 

205. Si l'équation est donnée et que nous répondions à la ques- 
tion : « quelle est la surface que l'équation définit » (ou bien « quelle 
est la surface qui a cette expression pour équation »}, il est commode 
d'user de l’énoncé suivant. 

La surface définie par l'équation donnée (dans un certain système 
de coordonnées) est le lieu géométrique des points dont les coordonnées 
satisfont à cette équation. 

Remarque. Si Mix; y; z) est un point variable de la 
surface, on appelle x, y et z coordonnées courantes. 

206. Exemple. Dans un système de coordonnées cartésien- 
nes orthogonales l’équation 


ea) + (y— BP + (2— 7 (1) 


définit une sphère dont le centre est le point C (œ; B; y) et dont 
le rayon est r. | | 

En effet, si M (x; y; z) est un point quelconque, nous aurons 
Ve — a} + (y — BY + (2 — y} = CM, d'où il découle avec 
évidence que seules les coordonnées des points situés à la distance r 
du point € satisfont à l'équation (1). Par conséquent, le lieu géo- 
métrique des points dont les coordonnées satisfont à cette équation 
est une sphère de centre C (œ; B; y) et de rayon r. 


$ 63. ÉQUATIONS D'UNE COURBE. PROBLÈME DE 
L'INTERSECTION DE TROIS SURFACES 


207. En géométrie analytique dans l’espace toute courbe est 
considérée comme l'intersection de deux surfaces, en vertu de quoi 
elle est définie par deux équations. 

S1 F (x, y, z) = 0 et ® (x, y, z) = 0 sont les équations de deux 
surfaces dont l'intersection est la courbe Z, la courbe Z est le lieu 
géométrique des points communs à ces deux surfaces, c’est-à-dire 
des points dont les coordonnées satisfont simultanément à l’équation 
F (x, y, z) = 0 et à l'équation ® (x, y, z) — 0. 

13% 
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Par conséquent, deux équations 
F{x,y,z)=0, 
Dix, y, z)—=0 | 
définissent ensemble la courbe L. 
Par exemple, les deux équations 


(x —1} +(y—2} + (z—3) — 14, | 
a +y += 
définissent ensemble un cercle (en tant que ligne d’intersection de 
deux sphères). 
208. Si F(z, y, 2) —0, D{x, y, z) — 0, W(x, y, z) — 0 sont 
les équations de trois surfaces, la résolution du système de trois 
équations 


F(x, y, z)=0, 
Dix, y, z)=0, 
V{z, y, z)=0 


fournira les coordonnées du point commun à ces trois surfaces. Par 
conséquent, le problème de géométrie qui consiste à trouver les points 
d'intersection de trois surfaces est équivalent au problème d’algèbre 
qui consiste à résoudre un système de trois équations à trois inconnues. 


Exemple. Trouver les points d’intersection de trois surfaces, la première 
étant une sphère de centre (—1; —1; 0) et de rayon 5, la deuxième une sphè- 
re de centre (4 ; 1 ; 3) et de rayon 4 et la troisième un plan parallèle au plan Ozy 
disposé dans le demi-espace supérieur à une distance de trois unités de longueur 


du plan Oxy. | — D . | 
Solution. Le problème se ramène à la solution du système suivant de 
trois équations à trois inconnues : 


(+1) (y+1)2+ 28225, 
(ce —1}2+4 (y —1)2+ (2—3)2—16, | 
2 =3. 
Posant dans les deux premières équations z2=-3 et ouvrant les parenthèses, 


nous obtenons : 
22 y? + 2x + 2y — 14, 
224 y2— 2x —2y — 14. 


11 vient z+y=—0, 2?+y2=—14 Par conséquent, r=+ 1/7, y=—x. Nous 
trouvons donc deux points: (V/7; — 7/7; 3) et (—V/7; V7; 3). 


$ 64. ÉQUATION D'UNE SURFACE CYLINDRIQUE DONT 
LES GÉNÉRATRICES SONT PARALLÈLES À L'UN DES AXES 
DE COORDONNÉES 


209. Nous allons maintenant examiner spécialement une équa- 
tion de la forme F (x, y) — 0. Ce qui fait la particularité de cette 
équation, c'est que le premier membre ne contient pas la variable z. 
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Cela signifie que l'équation donnée ne lie que les deux premières 
coordonnées, la troisième pouvant prendre des valeurs arbitraires. 
Nous allons prouver qu'une équation de cette forme définit une 
surface cylindrique dont les génératrices sont parallèles à l'axe Oz. 
Désignons par S la surface déterminée par une équation de la 
forme F (x, y) = 0. Soit M5 (to; Yo: Zo) un point quelconque de la 


Z 


«| 


Fig. 102 


surface $S. Etant donné que le point M, appartient à Ja surface S, 
les nombres x,, yo, Zo satisfont à l'équation F (x, y) — 0. Mais 
alors les nombres x,, y, et z, où z est un nombre quelconque arbitraire, 
satisfont également à cette équation, étant donné que F (x, y) est 
indépendant de z. Par conséquent, pour tout z le point M5 (xo; Yo: 2) 
appartient à la surface S (fig. 102). Cela signifie que la surface S 
contient entièrement la droite passant par le point M, parallèlement 
à l'axe Oz. Par conséquent, la surface S est constituée de droites 
parallèles à l’axe Oz, ce qui indique que c’est une surface cylindrique 
disposée comme nous l’avons indiqué. | 

Remarquons que sur le plan Oxy dans le système de coordonnées 
défini par les axes Oz et Oy l'équation F (x, y) = O0 définit une cour- 
be qui est la directrice du cylindre considéré. Mais dans un système 
de coordonnées dans l'espace cette même courbe doit être définie 
par deux équations: 


F (x, y)=0, 
g=0. | 


Exemple. Dans un système de coordonnées dans l'espace l'équation 
2x3 + 2 = r° définit un cylindre de révolution. La directrice de ce cylindre (un 
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cercle) appartient au plan Ozy et est définie par deux équations: 
rè+yè= ré, 
z =0. } 


210. Par analogie avec ce qui vient d’être énoncé, il est facile 
de comprendre que l'équation F (x, z) = 0 (dans l'espace) définit 
une surface cylindrique dont les génératrices sont parallèles à 
l'axe Oy. L'équation F (y, z) = 0 définit une surface cylindrique 
dont les génératrices sont parallèles à l’axe Ox. 

_ 211. Considérons dans l’espace la courbe Z définie par les équa- 
tions 


F(x, y, z)—0, 
D(æ, y 2) == 0. | ( 
Soit 
Y'(x, y) =0. (2) 


l'équation obtenue par élimination de la variable z du système (1). 
Cela signifie 

1) que l'équation (2) est une conséquence du système (1), c'est- 
à-dire que chaque fois que trois nombres x, y, z satisfont à l'équation 
(1) les deux premiers nombres x et y satisfont à à l'équation (2); 

2) que si deux nombres x, y satisfont à l'équation (2) il se trou- 
vera toujours un troisième nombre z tel que les trois nombres x, y,z 
satisferont aux deux équations du système (1). 

Conformément à ce qui a été exposé au n° 209, l’équation (2) 
définit une surface cylindrique dont les génératrices sont parallèles 
à l’axe Oz. Ensuite, en vertu des propriétés de l'équation (2) que 
nous venons de formuler, chaque point de la courbe L appartient 
à cette surface cylindrique, autrement dit cette surface cylindrique 
passe par la courbe L. Enfin, conformément à la deuxième propriété, 
chaque génératrice passe par un point quelconque de la courbe Z. 
Nous pouvons conclure de tout ce qui vient d'être dit que la surface 
déterminée par l'équation Y (x, y) = 0 est composée des droites qui 
projettent les points de la courbe Z sur le plan Oxy, c'est pourquoi 
on l'appelle surface cylindrique projetant la courbe ZL sur le plan 
Ozy (ou simplement cylindre de projection). 

La projection de la courbe Z sur le plan Oxy est définie par deux 
équations 


Fix, y) —0, 
z2=0. 
D'une manière analogue, en éliminant du système (1) la variable 


æ ou la variable y on peut obtenir la projection de la courbe ZL sur 
le plan Oyz ou Oxz. 
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Exemp le. L'intersection de deux sphères définit un cercle : 
vè+ yè+rt 1, 
AL (+ G—Met. } 
Trouver la projection de ce cercle sur l'axe Oxy. 
Solution. Nous devons trouver l'équation du cylindre projetant le 


cercle donné sur le plan Ozy. Il faut à cet effet éliminer z des équations (3). 
En retranchant la seconde équation de la première dans le système (3), nous 


trouvons 
y+z=mi. (4) 


D'où z—4—y. Substituant 4 —y à z dans l'une quelconque des deux équations 
(3) nous obtenons : 


(3) 


x? + 2y2 — y —0. (5) 
C'est justement le résultat de l'élimination de z du système (3). 
En effet, l'équation (5) découle des équations (3). De plus, si z et y 
satisfont à l'équation (5) la première des équations (3) donne 
at Via yet VIH —2y— pie (1 — y): 
de la deuxième équation (3) il vient 


A+ Via (y + VA 28 —2y— + 2y = + y. 

Ainsi donc, si les deux nombres z et y satisfont à l'équation (5) il se trouvera 
un troisième nombre z, à savoir z — À — y, tel que les trois nombres zx, y et z 
satisferont aux deux équations du système (3). | 

Nous voyons que les deux conditions (voir ici même plus haut) auxquelles 
doit satisfaire le résultat de l'élimination de z du système Go sont remplies pour 
l'équation (5). En vertu de ce qui a été énoncé ci-dessus, l'équation (5) définit 
le cylindre projetant le cercle donné sur le plan Ozy. La projection elle-même 
est donnée par deux équations 

22+ 2y2—2y —0, 


z—0(. 


4 \2 
2 (v 5) 
Etant donné que la première équation se réduit à la forme _. +. DST CS. 1, 
2 4 
1 


, | . 1 
la projection trouvée est une ellipse dont les demi-axes sont a — 


= 9 b A 
V2 2 
$ 65. SURFACES ALGÉBRIQUES 
212. La géométrie analytique dans l’espace a pour objet princi- 
pal l’étude des surfaces définies par des équations algé- 


briques par rapport à des coordonnées cartésiennes orthogo- 
nales. 


Ce sont les équations des formes suivantes : 
Az + By+Cz+D=0; (1) 
Az? + By?+Cz + Day+ Exz+ Fyz+Gz+ Hy+Kz+L=0; (2) 


D 0 D D 6 + ss 
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Dans ces formules 4, B, C, D, E, etc., sont des nombres donnés, 
dits coefficients de ces équations. 

L'équation (f}) est dite équation générale du premier degré (les 
valeurs numériques de ses coefficients peuvent être quelconques à 
condition que l'équation contienne réellement des termes du premier 
degré, autrement dit les valeurs nulles pour 4, 2 et C simultanément 
sont exclues). L’équation (2) est dite équation générale du second 
degré (les valeurs numériques de ses coefficients peuvent être quel- 
conques à cette condition près que l’équation doit contenir des ter- 
mes du second degré, autrement dit le cas où les six coefficients 
A,B,C,D,E, F sont nuls simultanément est exclu). Les équations 
du troisième, quatrième, cinquième degré, etc., ont la même forme. 

Toute surface définie dans un système de coordonnées cartésiennes 
orthogonales par une équation algébrique de degré n est dite surface 
algébrique de degré n. 

On peut démontrer que toute surface définie par une équation algébrique 
de degré » dans un système quelconque de coordonnées cartésiennes orthogona- 
les est définie dans tout autre système de coordonnées cartésiennes orthogona- 
les également par une équation algébrique et de même degré ». La démonstration 
se fait d’une manière analogue à celle du théorème 8, n° 49, et est basée sur les 
formules de transformation des Coordonnées cartésiennes orthogonales de l'es- 
pace. Puisque nous n’avons pas établi ces formules antérieurement nous passc- 


rons outre leur démonstration à présent (voir n° 259-262). 

213. La théorie générale des surfaces algébriques fait l’objet 
d'ouvrages spéciaux de géométrie analytique. Nous n'étudierons 
dans le présent manuel que les surfaces du premier et du second degré. 


CHAPITRE XII 


LE PLAN EN TANT QUE SURFACE 
DU PREMIER DEGRÉ. ÉQUATIONS DE LA DROITE 


$ 66. LE PLAN EN TANT QUE SURFACE DU PREMIER DEGRÉ 


Nous établirons dans les paragraphes suivants que les surfaces 
du premier degré sont des plans et rien que des plans et nous exami- 
nerons les diverses formes que peuvent revêtir les équations des plans, 

214. Théorème 24. Dans un système quelconque de coordon- 
nées cartésiennes, tout plan est défini par une équation du premier degré. 

Démonstration. Etant donné un système de coordon- 
nées cartésiennes orthogonales, considérons un plan quelconque « 
et prouvons que ce plan est défini par une équation du premier degré. 
Prenons sur le plan à un point quelconque M5 (xo; Yo3 20); choi- 
sissons de plus un vecteur quelconque non nul, perpendicu- 


laire au plan &. Désignons le vecteur choisi par la lettre n et ses 
projections sur les axes de coordonnées par les lettres 4, B, C. 
Soit M (x; y; z) un point quelconque. Îl appartient au plan & 


mm mn} 


à LA v Ni Ed 
si et seulement si le vecteur M,M est perpendiculaire au vecteur n. 
En d’autres termes, le point M appartenant au plan « est caracté- 
risé par la condition 


——> 


M,M LA. 


Nous obtiendrons l'équation du plan & si nous exprimons cette 
condition à l’aide des coordonnées x, y, z. À cet effet, inscrivons 


——. LS 
les coordonnées des vecteurs MM et n: 


—— 
MoM ={x— 20; Y—Yo; 2-—20}, 
—+ 
n={4; B; C}. 
Conformément au n° 181, pour que deux vecteurs soient perpendicu- 
laires, il faut et il suffit que leur produit scalaire est nul, c'est-à-dire 
si la Somme des produits des coordonnées correspondantes de ces 
vecteurs prises deux par deux est nulle, 


Par conséquent, MM est perpendiculaire à ñn si et seulement si 
A (&—2%0)-+ B(y— yo) + C(z— 20) = 0. (1) 
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C'est justement l'équation du plan que nous voulions trouver, 
puisque les coordonnées x, y, z du point M ne lui satisfont que € däns 


le cas où M appartient au plan & (autrement dit, quand Mol M est 


perpendiculaire à n). 
Ouvrons les parenthèses et écrivons l'équation a) sous la forme 
suivante 


Az + By +Cz +(—A4%0— By5— Cu) = =0, 


Ensuite, en désignant le nombre — Azïo— Byo—Cz9 par la lettre 
D, nous aurons: 


Az+ By+Cz+ D=0. (2) 


Nous voyons que le plan « est bien défini par une équation 
du premier degré, ce qui démontre le théorème. 

215. Tout vecteur (non nul) perpendiculaire à un plan quelcon- 
que est appelé vecteur normal à ce plan. Usant de ce terme, nous 
pouvons dire que l'équation 


A(x—20) + B(ÿ—y0) + C(2—20) —0 
ést l'équation du plan passant par le point M5 (to; Yo; 20) et. dont 


le vecteur normal est n — {A; B; C}. 
On appelle une équation de la forme 


Az + By + Cz+ D —0 


équation générale du plan. 
216. Théorème 25. Dans un système de coordonnées carié- 
siennes, toute équation du premier degré définit un plan. | 
Dé monstration. Considérant comme donné un système 
de coordonnées cartésiennes orthogonales, examinons l’équation du 
premier degré 


Quand nous disons équation « quelconque », nous sous-entendons que 
les coefficients À, B, C, D peuvent être des nombres arbitraires, en 
excluant, naturellement, le cas où les trois coefficients À, B, C sont 
simultanément nuls. Nous devons démontrer que l’équation (2) est 
l'équation d'un plan. 

SOit Lo, Yo, Zo une solution quelconque de l’é équation (2), c'est- 
à-dire un ensemble de trois nombres qui satisfont à cette équation *. 


* Comme toute équation du premier degré à à trois inconnues, l'équation (2) 
a une infinité de solutions. Pour touver l’une quelconque de ces solutions, il 
suffit d’assigner des valeurs numériques à deux des inconnues et calculer dans 
l'équation la valeur de la troisième inconnue. 
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En substituant aux coordonnées courantes dans le premier membre 
de l’équation (2) les nombres x,, Yo, Zo nous obtenons l’identité 
arithmétique | 

Ato + Byo + Czo + D =0, (3) 

Soustrayons l'identité (3) de l'équation (2). Nous obtenons 
l'équation | 

A(z—xo)+ B(y— yo) +C(z— 20) =0, (1) 

qui est, comme nous l'avons vu, l'équation du plan passant par le 


x 
point Mo (to: Yo: %o) et dont le vecteur normal est rx — {A; B; Ci}. 
Or, l'équation (2) est équivalente à l'équation (1) puisque (1) est 
obtenue de (2) en en retranchant terme à terme l'identité (3) et 
l'équation (2) à son tour est obtenue de l’équation (1) en lui ajoutant 
terme à terme l'identité (3). Par conséquent, l'équation (2) est bien 
l'équation du plan ci-dessus. 

Nous avons prouvé qu'une équation quelconque du premier 
degré définissait un plan. Notre théorème est donc démontré. 

217. Les surfaces définies, dans un système de coordonnées car- 
tésiennes orthogonales, par des équations du premier degré sont 
appelées, comme nous le savons, surfaces du premier degré. Usant 
de cette terminologie, nous pouvons énoncer le résultat obtenu de 
la façon suivante. 
= Tout plan est une surface du premier degré ; toute surface du premier 
degré est un plan. 


Exemple. Etablir l'é équation du plan passant par le point My (1; 1;1) 


et perpendiculaire au vecteur ñ — (2,2 
Solution. En vertu du n° 19 l'équation que nous cherchons est la 


suivante 
2 (2—1) +2 (y—1) +38 (2—1) =0 


27 + 2y +32 —17 —0. 


218. En conclusion de ce paragraphe, prouvons la proposition 
suivante: si deux équations Az + Bay + Ciz + Di = 0 et Aer + 
+ Boy + Coz + De = 0 déterminent un | seul et même plan, leurs 
coefficients sont proportionnels. 


Dans ce cas, en effet, les vecteurs ñn, = {A1; Bi; Ci} et ne — 
= {A2; B2; C2} sont perpendiculaire au même plan et donc coli- 
néaires. Mais alors (v. n° 170) les nombres A2, B2:, C: sont propor- 
tionnels aux nombres 4:, B,, C;; en désignant le coefficient de pro- 
portionnalité par u nous aurons A2 — Aqu, PB: = Bip, Co — Cu. 
Soit Mo (to: Yo; 20) un point quelconque du plan. Ses coordonnées 
doivent satisfaire à chacune des deux équations, donc 


A1%o + Biyo+- Cizo + Di 0 et Asto + B2ÿo + Cozo + Di =0. 


ou encore 
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Muitiplions la première de ces deux égalités par nu et soustrayons 
le résultat de la deuxième. Il vient D,-— Din —0. Donc, D: = Du et 


A BP C 2 É Do 


AR Bi Ci  Dp 


Ce qui prouve notre proposition. 


$ 67. ÉQUATIONS INCOMPLÈTES DU PLAN. ÉQUATION DU 
PLAN EN FONCTION DES COORDONNÉES À L'ORIGINE 


219. Nous savons que toute équation du premier degré 
Az + By+Cz-+D=0 


(dans un système de coordonnées cartésiennes) définit un plan. Etu- 
dions à présent certains cas particuliers de l'équation du premier 
degré, c'est-à-dire les cas où certains des coefficients À, B, C, D 
sont nuls: 

1) D == 0; l'équation prend la forme Ax + By + Cz = 0 et définit 
un plan passant par l’origine des coordonnées. 

En effet, les nombres z — 0, y — 0, z == O satisfont à l'équation 
Az + By - Cz = 0. Par conséquent, l'origine des coordonnées 
appartient au plan. 

2) C=0; l'équation prend la forme Azx + By + D —90 et 
définit un plan parallèle à l'axe Oz (ou contenant cet axe). 


Dans ce cas, en eïfet, le vecteur normal n — {4 ; B; C} a une 
projection nulle sur l’axe Oz (C — 0); ce vecteur est donc perpendi- 
culaire à l’axe Oz et le plan lui-même est parallèle à cet axe {ou le 
contient). 

3) B—=0et C-=0; l'équation prend la forme Azx + D = 0 et 
définit un plan parallèle au plan de coordonnées Oyz (ou qui se confond 
avec ce plan). 

Effectivement, dans ce cas, le vecteur normal a des projections 
nulles sur les axes de coordonnées Oy et Oz (B — 0 et € — 0). Par 
conséquent, le vecteur n est perpendiculaire aux axes Oy et Oz et le 
plan leur est parallèle (ou les contient). Mais cela signifie précisé- 
ment que le plan défini par l'équation Az + D = 0 est parallèle 
au plan Oyz ou se confond avec lui. On peut s'en convaincre d’une 


autre façon : mettons l'équation Ax + D = 0 sous la forme x = — 2 


et posons = — 4. Ï] vient 


a= x, 
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En vertu de cette équation, tous les points du plan ont des abscis- 
ses égales (x — a) et sont donc équidistants du plan Oyz (« en avant » 
si a > 0, « en arrière » si a << 0); par conséquent, le plan déterminé 
par cette équation est parallèle au plan Oyz. Il en découle avec évi- 
dence que a est la grandeur du segment que le plan découpe sur 
l'axe Ox (comptée à partir de l’origine des coordonnées). En parti- 
culier, si D —' 0, nous aurons aussi a — 0. Dans ce dernier cas, le 
plan considéré se confond. avec le plan Oyz. Donc, l'équation x = 0 
définit le plan Oyz. 

220. Par analogie avec ce qui vient d'être énoncé, il est facile 
d'établir que: 

4. Une équation de forme Ax + Cz + D — 0 définit un plan 
parallèle à l'axe Oy (ou le contenant}, une équation de forme By + 
+ Cz + D — 0 définit un plan parallèle à l’axe Ox (ou passant 
par cet axe), 

2. Une équation de forme By + D — 0 définit un plan parallèle 
au plan Ozxz (ou se confondant avec lui); une équation de forme 
Cz + D = Q définit un plan parallèle au plan Oxy (ou se confondant 
avec lui). Ces deux dernières équations peuvent également être 
réduites à la forme y — b et z — c. Ici b et c sont les grandeurs des 
segments que ces plans découpent sur les axes de coordonnées (sur 
l'axe Oy pour le premier et sur l'axe Oz pour le second). En parti- 
culier, l'équation y = O définit le plan Ozxz et l’équation z — 0 
définit le plan Ozxy. 

221. Soit l'équation d’un plan 


Az + By+Cz+D—0, 


aucun des coefficients À, B, C, D n'étant nul. Une telle équation 
peut être ramenée à une forme spéciale plus commode pour la solu- 
tion de certains problèmes de géométrie analytique. 
Reportons le terme constant D dans le second membre de l'équa- 
tion. Nous aurons | 
Az + By+Cz= —D. 


Divisons ensuite les deux membres de l'équation par —D. Nous 
aurons : 


AZ. Py Cz 
DVD D 
ou 

nu y us 

DD D : 
À BC 

Adoptant les désignations 
SE 
TE À 1 — BB , ue TT , 


206 Le plan en tant que surface du premier degré {chk. XII 


nous obtiendrons : L 
L+i+is=t (1) 


C’est précisément la forme spéciale de l'équation du plan que nous 
cherchions. Les nombres a, b, c ont ici un sens géométrique très 
simple. a, b, c sont les grandeurs des segments que le plan découpe 
sur les axes de coordonnées (comptées à partir de l’origine des coor- 
données). Pour nous en convaincre, cherchons les points d'intersec- 
tion du plan avec les axes de coordonnées. Le point d'intérsection 
du plan et de l'axe Ox sera défini à l'aide de l'équation de ce 


plan + + _ ++ — 4 et des. conditions supplémentaires y = 0, 


z = 0; d'où nous trouvons x — a et, par conséquent, la grandeur 
du segment découpé par le plan sur l’axe Oz est bien égale à a. On 
établit de même que les segments découpés par le plan sur les axes 
Oy et Oz ont des grandeurs égales à b et c. | 

On appelle habituellement l'équation de forme (1) équation du 
plan en fonction des coordonnées à l'origine. 

Exemple. Former l'équation d’un plan sachant qu'il détermine sur les 
axes de coordonnées des segments a = 2, b— —3,c = 4. 

Solution. En vertu de ce qui vient d’être énoncé, nous obtenons l’équa- 
tion cherchée d'emblée : 


ttes ou 6z—4y+37—12—0. 


$ 68. ÉQUATION NORMALE DU PLAN. 
DISTANCE D'UN POINT À UN PLAN 


222. Nous allons étudier encore une forme spéciale de l’équation 
du plan, connue sous le nom d’équation normale du plan. 

Soit un plan quelconque x. Menons par l’origine des coordonnées 
une droite r7 perpendiculaire au plan x, que nous appellerons nor- 
male, et désignons par la lettre P le point où cette droite perce le 
plan x (fig. 103). Nous considérerons sur la normale la direction 
allant du point © vers le point P comme positive (si le point P se 
confond avec le point ©, c'est-à-dire si le plan passe par l'origine 
des coordonnées, nous choisirons arbitrairement le sens positif sur 
la normale). Désignons par «, B, y les angles que fait la normale avec 
les axes de coordonnées et par p la longueur du segment OP. 

Nous allons établir l'équation du plan x en considérant les nom- 
bres cos &, cos B, cos y et p comme connus. Nous choisirons, à cet. 
effet, un point quelconque M sur le plan x et nous désignerons ses 
on par x, y, z. Il est évident que la projection du vecteur 


OM sur la normale est égale à OP et, comme le : sens positif de la 


normale coïncide avec la direction du vecteur OP, la grandeur de 
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ce segment s'exprime par un nombre positif, précisément par le 
nombre p. Donc, 


> 
Proj, OM = p. (1) 


Remarquons à présent que OM = -{x; y; z}. D'où et en vertu du 
corollaire 3 du théorème 20 (n° 181) 


Proj, OM = 2 COS &.- y COS B + z cos . (2) 


I1 découle des égalités (1) et (2) que x cos à + y cos B +2 cos y — 
= p OU 


æ COS & + y cos + z cos y — p — Ù. (3) 


C'est justement l'équation du plan donné (nous voyons que les 
coordonnées x, y, : de chaque point M appartenant au plan lui 
satisfont; si, par contre, le point M n'appartient pas au plan, ses 


% 


coordonnées ne satisfont pas à l'équation .(3) car en ce cas 


Proja OM Æ D). 

L'équation d’un plan donnée sous la forme (3) est dite équation 
norriale du plan. Dans cette équation cos «, cos B et cos y sont les 
cosinus directeurs de la normale et p la distance du plan à l'origine des 
coordonnées. 

223. Soit un plan quelconque. Construisons sa normale » et choi- 
sissons sur la normale un sens positif indiqué comme précédemment. 
Soit ensuite * un point quelconque de l'espace et d sa distance au 
plan donné (voir fig. 103). 

Nous convenons d'appeler écart du point M* au plan donné 
le nombre +d, si le point M* se trouve du côté du plan correspon- 
dant au sens positif de la normale et —a si M* se trouve de l’autre 
côté du plan. Nous désignerons l'écart du point M* par la lettre 6. 
Par conséquent, Ô — —+d et il est utile de remarquer que Ôô — +d 
quand le point M* et l’origine des coordonnées se trouvent de part 
et d'autre du plan et que ê — —-d quand le point M* et l'origine 
des coordonnées se trouvent d’un même côté du plan (pour les points 
du plan ô == (). 

Théorème 26. Sile point M* a pour coordonnées (2* ; y* ; z*) 
et si le plan est donné par son équation normale 


x cos &œ + y cos B + zcosy—p=0, 
l'écart du point M* par rapport à ce plan est donné par la formule 


Ô = z* cos & + y* cos B + z* cos y — p. (4) 
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Démonstration. Projetons le point * sur la normale; 
soit Q sa projection (voir fig. 103); alors 


Ô—PQ—=00—OP, 


Fig. 103 


où PQ, OQ et OP sont les grandeurs des segments orientés de la 
normale PQ, O0 et OP. Mais OC = Proj, OM*, OP=p; par consé- 
quent, | 

ô = Proj, OM*— p. (9) 

En vertu du corollaire 3 du théorème 20 (n° 181) 
Proj, OM = 2* cos & + y" cos + z* cos y. (6) 

Les équations (5) et (6) nous donnent 
ô = 2" cos à +- y* cos B + z* cos y — p. 


Ce qu'il fallait démontrer. 

Remarquons à présent que z*cos & + y* cos B + z* cos y — p 
n’est rien d'autre que le premier membre de l’équation normale 
du plan considéré où les coordonnées courantes sont remplacées par 
les coordonnées du point *. D’où nous pouvons déduire la règle: 

Pour trouver l'écart d'un point quelconque M* par rapport à un 
plan, il faut remplacer dans le premier membre de l'équation de ce plan 
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les coordonnées courantes par les coordonnées du point M*. Le nombre 
obtenu sera égal à l'écart cherché. 

Remarque. Si l’on cherche la distance d'un point à 
un plan, il suffit de calculer l'écart suivant la règle que nous. 
venons d’énoncer et de prendre sa valeur absolue. | 

224. Nous allons montrer à présent comment ramener l'équa - 
tion générale du plan à sa forme normale. Soit 


Az+By+Cz+D=0 (7) 
l'équation générale du plan et 
x cos & +- y cs fi + z cos y— p = 0 (3) 


son équation normale. 

Etant donné que les équations (7) et (3) définissent un seul et 
même plan, en vertu du n° 218, les coefficients de ces équations sont 
proportionnels. Cela signifie que, en multipliant tous les termes de 
l'équation (7) par un certain facteur u, nous obtiendrons l'équation 


nAz+ By +uCz+uD =0 | 
qui coïncide avec l'équation (3), c’est-à-dire nous aurons 
uA=cosa, uB=cosf, pC—=cosy, uD=——p. (8) 


Pour trouver le facteur u, élevons les trois premières égalités (8) 
‘au carré et additionnons. Il vient 


5 (43 + B? + C3) = cosi à + cos? B + cosi y 


Mais conformément au n° 156, le deuxième membre de cette der- 
nière égalité est égal à 1. Par conséquent, 


+1 0 
M7 TT ® 
Le nombre u, pris comme facteur permettant de ramener l'équa- 
tion générale du plan à sa forme normale, est appelé facteur normali- 
sant de cette équation. Le facteur normalisant- est déterminé par 
la formule (9), mais pas entièrement. Il faut encore préciser le signe. 
Pour déterminer le signe du facteur normalisant, on utilise la qua- 
trième égalité (9). Conformément à cette égalité uD = —p. UD est 
donc un nombre négatif. Par conséquent : 
Le signe du facteur normalisant est contraire à celui du terme cons 
tant de l'équation à normaliser. 
Remarque. “si D = 0, le signe du facteur normalisant peut 
être choisi arbitrairement. 


_ Exemple. Soient le plan 32— 4y + 4123: + 14= 0 et le point M(4; 3:1). 
Trouver l'écart de ce point au plan. 

Solution. Pour appliquer la rè le au n° 223, il faut, tout d'abord, 
ramener cette équation à sa forme normale. 


14-577 
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A cet effet, trouvons le facteur normalisant : 
V325 424 121 13 ° 


à cu multipliant l'équation donnée par pu, nous trouvons l'équation normale 
u plan: 


ns 


+ (3x — 4y+ 123+ 14) 0. 


En remplaçant dans le premier membre les coordonnées variables par les 
coordonnées du point 4 nous trouvons : 


1, | 
D — 1% (344.34 142.14 44) = — 2, 


Le point M a donc un écart négatif par rapport à ce plan et se trouve 
à une distance d—2, 


$ 69. ÉQUATIONS DE LA DROITE 


225, Nous avons déjà indiqué au n° 207 qu’en géométrie analy- 
tique dans l’espace toute courbe est considérée comme l'intersection 


Fig. 104 


de deux surfaces et se définit par deux équations. En particulier, 
nous considérerons toute ligne droite comme l'intersection de 
deux plans et nous la définirons donc par deux équations du 
premier degré (en coordonnées cartésiennes, naturellement), 

Soit un système de coordonnées cartésiennes orthogonales dans 
l’espace. Considérons une droite quelconque et désignons-la par la 
lettre a (fig. 104). Désignons par 741 et x2 deux plans différents qui 
se coupent suivant la droite a et supposons que les équations de ces 
plans nous sont connues. Ecrivons-les sous la forme 


Aïx + By + Ci À D, —0 et A:7 + By + Coz + D; =(. 
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Etant donné que notre droite est la ligne d’intersection des plans 
a et nm, elle est définie par le système de deux équations: 


At + By + Ciz + Di =0, dt) 
At + Boy + C2z + D: = 0. 


226. Supposons qu'on nous donne deux équations quelconques 
du premier degré (de la forme (1)). Définissent-elles toujours une 
droite? Il est évident que cela ne se produira qu'au cas où les plans 
que les équations définissent ne sont pas parallèles ou ne coïncident 


+ 
pas, c’est-à-dire quand les vecteurs normaux de ces plans r; — 


; + 
= {A1; B;; Ci} et ne = {A2; B2; C2} ne sont pas colinéaires. 
Rappelons que deux vecteurs sont colinéaires quand leurs coordon- 
nées sont proportionnelles (voir n° 170); on en conclut: 

Pour que deux équations de la forme (1) constituent un système 
définissant une droite, il faut et il suffit que les coefficients de l’une 
d'elles ne soient pas proportionnels aux coefficients de l'autre. 

227. Par toute droite passe une infinité de plans; il est donc 
évident que l’on peut choisir d’une infinité de manières un couple 
de plans. Il s'ensuit donc que l'on peut définir une droite par deux 
équations d'une infinité de façons. Nous allons indiquer à présent 
un procédé très simple qui permet, connaissant les équations de deux 
plans passant par une droite donnée, de « combiner », à l’aide de ces 
deux équations, autant d'équations que nous voudrons et qui définiront 
chacune un plan passant également par cette droite. 

Soient une droite quelconque a et équations de deux plans x: 
et 172 passant par cette droite: 


Axz+ Biy+C;z2+ Di=0 et Aer + Boy + Coz + D: = 0. 
Choisissons deux nombres quelconques, non nuls simultanément, 
&, B et établissons l'égalité. 
a (Aix ++ Bay + Ciz + Di) + B (Aoc + Bay +- Co +- De) = 0 (2) 
soit encore 
(x A+ BA) x + (Ba + BB2) y + (aC1+ BC) 2 + (xD + BD:)=0. (3) 


Il est facile de se convaincre que les trois nombres @&A,-t+-fB4:, 
aB;+BB;: et «C;+BC2 ne peuvent être simultanément nuls. En 
effet, si a A; + 4: = 0, aBi + PB2= 0, aC; + BC: = 0, il vient 


A; B B; p CU _B 


=! Se 


A  @? Br &œ * C2 œ ° 
Etant donné que «et f ne sont pas nuls simultanément, le rapport 
p ne peut être indéterminé, Il découle donc des proportions précé- 
14% 
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dentes que A1, B4, C1 sont proportionnels à A, B2, C2, c'est-à-dire 
que les vecteurs normaux des plans donnés nr; — {4:; B:; Ci} et 
ne — {A4,; B:; C:} sont colinéaires. Or, c'est impossible, car les 
plans donnés ne sont ni parallèles ni confondus. 

Etant donné que les trois nombres «A; + BA:, ab: + PB, 
&Cs + C2 ne peuvent être simultanément nuls, l'égalité (3) est 
une équation. Il est évident que c'est une équation du premier degré 
qui définit donc un certain plan. 

Comme l'équation (3) découle des équations 

At+ By +Ci2+Di=0 et Axc+ By +C2z+ Dr=0, 
tout système de trois nombres (x; y; 2) satisfaisant à ces deux équa- 
tions satisfait également à l'équation (3), d'où il en découle que tout 
point situé à l'intersection des plans n, et 2: appartient également 
au plan défini par l'équation (3). Autrement dit, l'équation (3) 
(ou l’équation (2) qui lui est équivalente) définit un plan passant 
par la droite a. 


“Ainsi donc, si 
At+ Biy+Ciz+Di=0 et Apr + Boy + C:z + D: =0 
sont les équations de deux plans passant par une droite quelconque, 
l'équation 
a (Az+ Bay +Ciz+ D:)+B(4rt + Bay + Co+ Da) =0 (2) 
définit un plan passant par cette même droite. 
En nous appuyant sur cet énoncé, nous pouvons simplifier les. 
équations d’une droite. Par exemple, les équations 
Z + y +2+ 3 =0, 
Z+y—z—92=0 
peuvent être remplacées par d'autres plus simples si nous prenons 


d’abord & = 1 et f—1, puis & = 1 et B— —1. En effet, nous aurons 
ainsi les équations 


z+y—1=0, 
g+4=0, 


qui définissent la même droite. 
228. Soit une droite a quelconque définie par les équations 


Ait + By + C2 + D,= 0, 
At + Boy + Coz + D: =0 
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en tant qu’intersection. de deux plans x, et r2. Nous savons que 
l’équation 


Q (Air + Bay + Ciz + Ds) + $ (4x 4 Boy + Coz + De) = 0 (2) 


pour toute valeur numérique de &, B (non nuls simultanément) 
définit un plan passant par la droite a. Prouvons qu'il est toujours 
possible de choisir les valeurs de à et B de façon que l'équation (2) 
définisse n'importe quel plan donné passant par a. 

Etant donné que tout plan passant par la droite a est défini par 
la droite a et un point situé hors de cette droite, il suffit de montrer 
pour prouver notre proposition qu'il est toujours possible de choisir 
dans l'équation (2) les nombres « et 6 de façon que le plan ainsi déter- 
miné passe par n'importe quel point fixé à l'avance A* (x* ; y*; 2*). 

Or, c'est évident; en effet, le plan défini par l'équation (2) 
passera par le point M* si les coordonnées du point M* satisfont 
à cette équation, c'est-à-dire si | 


a (Ayet + Bay + Cast + Ds) + B(Aar* + Boy* + Coz* + Dr) = 0. (4) 


Supposons que le point M* n'appartient pas à la droite a (c'est 
le seul cas qui nous intéresse). Alors, l’un au moins des nombres 
At + Bay* + Cast + Ds, Aot* + Boy* +-Coz* + D n’est pas nul 
et, par conséquent, l'équation (4) est une équation du premier degré 
à deux inconnues &, $. Pour trouver les inconnues « et B, il suffit 
d’assigner à l’une de ces inconnues une valeur arbitraire et de cal- 
culer l’autre à partir de l'équation. Par exemple, si A,2* + Boy* + 
+ Coz + Ds 0, on peut choisir « arbitrairement (mais non 
nul) en calculant B à partir de l'égalité : 


SE 2 A in 
Age + Boy + Co + De 


Aïnsi donc, on peut à l’aide de l'équation (2) définir un plan 
passant par n'importe quel point de l’espace fixé à l'avance et, par 
suite, n'importe quel plan passant par la droite donnée a. 

229. L'ensemble de tous les plans passant par une seule et même 
droite est appelé faisceau de plans. L'équation de la forme (2) est dite 
équation d'un faisceau de plans, étant donné que les diverses valeurs 
de « et f définissent tous les plans du faisceau donné. 


Si & -£ O0, nous obtiendrons, en posant + — à, à partir de l’équa- 
tion (2) | 

Ait + Bay + Cas + Di + À (Aoz + Boy +-Coz + Do) = 0. (9) 

Dans la pratique de la résolution des problèmes, l'équation du 

faisceau de plans est plus usitée sous la forme (5) que sous la forme 


(2). Il est toutefois important de remarquer qu'en passant de la 
forme (2) à la forme (5) on exclut le cas où & = 0, ce qui rend impos- 
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sible la définition du plan Aox + Bey + Coz + Da = 0, c'est-à- 
dire, pour les différentes valeurs de À, l'équation de la forme (5) 
définit tous les plans du faisceau à l'exception d’un seul (deuxième 
plan défini par le système d'équations (1)). 


$& 70. VECTEUR DIRECTEUR DE LA DROITE. 
ÉQUATIONS CANONIQUES DE LA DROITE. 
ÉQUATIONS PARAMÉTRIQUES DE LA DROITE 


230, On utilise, pour la commodité de la solution d’une série 
de problèmes de géométrie analytique, une forme spéciale d'équa- 
tions de la droite que nous allons donner. Cette formé spéciale de 


M 


, Ed 
Fig. 105 


l'équation de la droite peut être obtenue à partir de ses équations 
générales à l’aide de transformations algébriques. Nous préférerons 
toutefois l'établir directement de façon à rendre plus évident le sens 
géométrique. 

231. Soit une droite quelconque. Tout vecteur non nul apparte- 
nant à cette droite ou parallèle à cette droite est appelé vecteur directeur 
de la droite. Les vecteurs indiqués sont dits directeurs parce que 
n'importe lequel d’entre eux, étant donné, définit la direction de 
la droite. | 

Nous désignerons le vecteur directeur d'une droite arbitraire 
par a et ses coordonnées par les lettres 7, m,n 


a={l; min}. 


Nous allons établir maintenant l'équation d'une droite passant 
par le ru Mo (oi Yo; Zo) ef ayant pour vecteur directeur le vecteur 


a = {l; m; n}. 
Il re très facile d'obtenir ces équations. Soit M (x; y; z) un 
point quelconque (« mobile »} de la droite (fig. 105). Le vecteur 


MM = {T—Z%9; Y— Yo; Z— 20} 
est colinéaire au vecteur directeur 


a={l;m;n} 
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— 
Par conséquent, les coordonnées du vecteur M,M sont proportion 
| + 
nelles aux coordonnées du vecteur a: 


F%0 __ V—Vo 2 2% (1) 
Nous voyons que les coordonnées de tout point M (x; y; z) appar- 
tenant à la droite considérée satisfont à ces relations. Par contre, si 
le point M (x; y; z) n'appartient pas à la droite, ses coordonnées 


ne satisfont pas aux relations (4) car dans ce cas les vecteurs MM 


et a ne sont pas colinéaires et leurs coordonnées ne sont pas propor- 
tionnelles. Par conséquent, les équations (1) sont celles de la droite 
passant par le point Mo (to; Yo; Zo) et ayant la direction indiquée 


par le vecteur a = {l; m; n}. 
Nous appellerons les équations de forme spéciale que nous venons 
d'obtenir équations canoniques. 


— 
Les coordonnées !, m, n de tout vecteur directeur a de la droite 
sont appelées paramètres directeurs de cette droite. Les cosinus direc- 


. 
teurs du vecteur a sont également appelés cosinus directeurs de la 
même droite. 
232. Soit une droite quelconque définie par deux équations 
générales: 
At + Biy + C13 + Di =0, à 
Agt + Bay + Coz + De =0. @) 
Nous allons montrer comment on établit l'équation canoni-. 
que de cette droite. 
Désignons par 7 et n2 les plans définis par les deux équations 
données et par n., et #. les vecteurs normaux de ces plans. 
Pour obtenir les équations canoniques de la droite donnée, il faut : 
1) trouver un point quelconque Mo (Go: Yo: %); il faut pour 
cela choisir une valeur numérique arbitraire pour une des coordon- 
nées inconnues Zo, Yo, 2, remplacer la coordonnée choisie par cette 
valeur dans les équations (2) et résoudre ensuite le système d’équa- 
tions (2). Nous obtiendrons les valeurs des deux autres coordonnées; 


2) trouver le vecteur directeur & — {l; m; n}. Etant donné 
que la droite est définie par l'intersection des plans 51 et F2 (voir 


fig. 104), elle est perpendiculaire à chacun des vecteurs mn et Na. 
C'est pourquoi on peut prendre € en qualité de vecteur & tout vecteur 
perpendiculaire aux vecteurs ñ, et Ro, par exemple leur produit 
vectoriel: a = [nunol. Comme les coordonnées des vecteurs n, et na 
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> + , 
sont connues: my = {A3; Bi; Ci}, no — (A2; Bo; Co}, il suffit 
d'appliquer le théorème 21 (n° 189) pour calculer les coordonnées 
du vecteur a — {l; m; n}. 
Exemple. Trouver les équations canoniques de la droite 
3x +2y+4s—-11=0, 
2z7+y—35—1=0. } 
Solution. En prenant, par exemple, xp = 1, nous trouvons à partir du 
système donné yo = 2, zo = 1. Nous connaissons donc déjà un point de la droite 
2 | 

Mo (1 ;2;1). Trouvons à présent le vecteur directeur. Nous avons n; = {3;2;4}, 
+ + + — | 
na =. (2; 1; —3}; d'où a = [nyn2z] = (—10 ; 17; —1}, c'est-à-dire 1 = 10, 
m = 17,n = —4. Nous obtiendrons les équations canoniques de la droite donnée 


en remplaçant, dans les équations (1), x0, yo, 30 et !, m, n par les valeurs que 
nous venons de trouver: 


—tttme ES nes 
— 


233. Soient les équations canoniques d’une droite quelconque. 
Désignons par { chacun des rapports qui interviennent dans les 
équations canoniques ; il vient : 


— 
—— ‘EEE ES As nn 


m n 
D'où 
T—=%o+ lt, 
Zz= Zo+ ni. 


Ce sont les équations paramétriques de la droite passant par Le point 


Mo (fo; Yo 2) dans la direction du vecteur a = {l; m; n}. Dans 
les équations (3) £ est considéré comme un paramètre variant arbi- 
trairement et x, y, z comme des fonctions de {. Lorsque t varie, les 
grandeurs x, y, z varient également de façon que le point M (x; y; z) 
se déplace le long de la droite donnée. IL est commode d'user des 
équations paramétriques quand il s'agit de trouver le point d’inter- 
section d'une droite et d’un plan. 


“Exem p le. Soit la droite 


1 4 2 


et soit également le plan 2x + y+z—6— 0. Trouver leur point d’intersection. 
Solution. lIls’agit de déterminer z, y, z à partir des trois équations don- 
nées (les deux équations de la droite et l'équation du plan). Les calculs indis- 
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pensables seront plus simples si nous augmentons le nombre des inconnues jusqu'à 
quatre (ainsi que le nombre d'équations) en posant: | 


1 1. 2- : 
gt, y—34tt, 1=442t, | 
En reportant ces expressions dans le premier membre de l'équation du plan, 
nous aboutissons, tout de suite, à uné équation du premier degré à une 


inconnue 

_2(2+1)+G+1)+(4+2,1) —6—0. 
Cette équation nous donne &——1 et, par conséquent, les coordonnées du 
point que nous cherchons sont z=1, y—2, 3=—2. 

234. Supposons que t soit le nombre de secondes écoulées depuis 
un certain moment (« moment de mise en marche du chronomètre ») 
et considérons les équations (3) comme les équations de 
mouvement du point M (rx; y; z) (voir n° 45). Essayons 
d’élucider le caractère de ce mouvement. | 

Il est tout d'abord évident, à la suite de ce qui vient d’être énon- 
cé, que le mouvement du point. M est rectiligne et suit une droite 
passant par le point Mo (20; Yo; Z) dans la direction du vecteur 
a={l,m,n}. | 

Il est, de plus, facile de se convaincre que le mouvement du point 
M défini par les équations (3) est un mouvement uniforme. En effet, 
en vertu des équations (3), nous avons | 

T—to=lt, y—yo—=mt, 7—29—=nt. 

Ces trois dernières égalités sont équivalentes à une seule équation 

vectorielle : 


—— 
MoM = at, | 
Nous voyons donc qu’en un laps de temps de { secondes le point 


M parcourt un chemin M,M égal au vecteur a allongé « t fois ». Par 
conséquent, le chemin parcouru par le point M est proportionnel 
au temps, ce qui précisément montre que le mouvement du point 
M est uniforme. 

Calculons enfin la vitesse du point #. Dans ce but, remar- 
quons que pendant la première seconde (de £ — 0 à £ — 1) le point M 


———+ — | 

parcourt un chemin M,M — a. Par conséquent, la vitesse de dépla- 
cement du point M est numériquement égale au module du vecteur 
a, c'est-à-dire v — VE +. m? + n°. Ainsi donc, les équations (3) 
définissent un mouvement uniforme rectiligne du point M (x; y; 2) 
à une vitesse v — V l + m° + n° dans La direction du vecteur a — 
— {7, m, n}. Le point M, (x; Yo; 20) définit la position d'origine 
du point variable M (x; y; z) (autrement dit pour { — 0 Ie point M 
se confond avec le point M,). 
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Exemple. Ecrire l'équation du mouvemént d'un point M (x, y, 2) 
dont la position d’origine est Mo (4; 1; 1) € et qui se déplace uniformément et 
en ligne droite dans la direction du vecteur 5 — {2,3,6}à _une vitesse v — 21. 

Solution. Comparant le module du vecteur s, qui est égal à 
V/22+4 321627 à à Ja vitesse donnée, nous voyons que nous devons prendre en 
qualité de vecteur a a le vecteur s s multiplié par trois, c’est-à-dire a= (6; 9; 18}. 
Les équations que nous cherchons sont 


Z=AL6t, yÿy—1+9t, 2—1—+ 186. 


$ 71. PROPOSITIONS SUPPLÉMENTAIRES ET EXEMPLES 


2395. Il est souvent nécessaire en géométrie analytique d’é t a - 
blir l'équation d'une droite connaissant 
deux de ses points. Nous allons résoudre ce problème dans 
le cas général, considérant comme étant donnés deux points: 


Mit; Yi5 21) et Moft:; V2 2). 


Pour résoudre le problème, il suffit de remarquer que l’on peut 


prendre en qualité de vecteur directeur de la droite considérée le 
—— 


vecteur = MM. D'où 
= Lo—Ly M—=ÿo—-Y, N—Z—2. 


En fixant au point Mi(zx:; 71: 1) le rôle joué dans le n° 231 
par le point M5, nous aurons: 


To T1 Ya  22—2 

Ce sont précisément les équations (canoniques) de la droite passant 
par deux points donnés: Mi (x1; y1; 21) et Mo (to; Y25 22). 

236. Résolvons également le cas général du problème suivant: 
établir l'équation du plan passant par 
les trois points différents: Mix; Yi: 2), 
Ma (t25 Ya5 22), Ma (ta; y: 23). 

Désignons par x, y, z les coordonnées d’un point quelconque M 
de l’espace et considérons les trois vecteurs : 


——> ——> | 
MM = {it ; y—y:; 2— 24}; MiMa= {2 — x; Ya — Y15 22 — Zi}, 


—— 
MaMa= {ls —Z1; Ya —Y1i 723 — 24). 
Pour que le point M appartienne au plan M;,M2M 3, il faut et il 


suffit que les vecteurs M,M, MM, et M,M, soient coplanaires. Or, 
d’après le n° 201, pour que ces trois vecteurs soient coplanaires, il 
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faut et il suffit que le déterminant du troisième ordre ayant pour 
éléments les coordonnées de ces vecteurs soit nul. Dans le cas présent 
nous avons: 


L— TX Y—Y; 2—2 
Lo Ti Ya — Yi 22 —4|=0. 
L3— Li Ya— Yi 23 — 21 


C'est précisément l'équation du plan passant par les points M, 
M, M3, car les coordonnées x, y, z du point M y satisfont si et 
seulement si ce point appartient au plan. 

237. Il est nécessaire, pour certains problèmes de géométrie 
analytique, de connaître les conditions de parallélisme et de perpendi- 
cularité de deux plans, de deux droites ainsi que d’une droite et d’un 
plan. Voyons donc ces conditions. 


Fig. 106 


1) Soient deux plans 
Aix + Bay + Ciz + D, = 0, | 
Ast + By + Car + Di = 0. 
Les plans donnés sont parallèles si et seulement si leurs vecteurs 


normaux 1 — {A1, Bi, C1} et ne = {A2, B2, C»} sont colinéaires 
(fig. 106; nous considérons le cas où les plans sont confondus 
comme un cas particulier de parallélisme). D'où, et en vertu du 
n° 170, nous trouvons la condition de parallélisme de deux plans: 


Pour que les plans donnés soient perpendiculaires il faut et il 
suffit que leurs vecteurs normaux soient perpendiculaires (fig. 107). 
D'où, et en vertu du n° 181, nous obtenons la condition de per- 
pendicularité de deux plans: 
A142 + BiB2+CiC2= 0. 


2) Soient deux droites 
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li m1 UT 
TZ) _ Y—Ue _5—2 
lo mo ñ9 


Pour que ces droites soient parallèles, il faut et il suffit que leurs 
> 
vecteurs directeurs as == {li, ma, n1}, Ga — {le, m2, n°2} soient 


@ 
re  — 
ss —— 
& 
a; 
Fig. 108 Fig. 109 


colinéaires (fig. 408; le cas où les droites se confondent est considéré 
comme un cas particulier de parallélisme). D'où nous obtenons la 
condition de parallélisme de deux droites: 


Pour que ces deux droites soient perpendiculaires, il faut et il 
suffit que leurs vecteurs directeurs soient perpendiculaires (fig. 109; 
dans l’espace deux perpendiculaires peuvent ne pas se couper). 

De là, la condition de perpendicularité de deux droites est 

Lilo + Mao + nano = 0. 

3) Soit la droite 


a SRE us REP CR ner mme 


et le plan 
Az + By+Cz+D=0,. 
Pour que la droite soit parallèle au plan, il faut et il suffit que le 
vecteur directeur de cette droite a = {!, m, n} soit perpendiculaire 


au vecteur normal du plan n — {A, B, C} (fig. 110; le cas où la 
droite appartient au plan étant considéré comme un cas particulier 
de parallélisme), ce qui nous donne la condition du parallélisme 
d'une droite et d'un plan: 

Ai+ Bm+Cn=0. 


Pour que la droite soit perpendiculaire au plan, il faut et il 
suffit que le vecteur directeur de cette droite soit colinéaire au 
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@ 


Fig. 110 Fig. II11 


vecteur normal du plan (fig. 111), ce qui nous donne la condition de 
perpendicularité d'une droite à un plan: | 
CR 
Nous donnons ci-dessous quelqués exemples avec des ‘données 
numériques. | 


238. Exemple 1. Ecrire l'équation du plan passant par la droite 
3æ—+2y+52+6=0, 


z + 4y+3zL4—0 

et parallèle à la droite 
Z— 14  _y—5 241 
YU 2 3 


Solution. Etablissons l’équation du faisceau de plans passant par la 


droite donnée (voir n°05 228, 229). 
27 + 2y +924 6+ À (x +4y +32+4) —0. (1) 


Nous devons choisir dans ce faisceau un plan parallèle à la seconde 
droite donnée. Il s'agit donc de trouver la valeur numérique voulue de à 
Ecrivons l'équation {1) sous la forme : 

(+4) 2+ (2444) y + (5482) + (6+.44) =0. (2) 


Le plan que nous cherchons doit être parallèle à la droite 


En utilisant les conditions de parallélisme d’une droite et d'un plan 
nous trouvons pour l'inconnue À l'équation 


3 (3H) +2 (24H44) —3 (5 3X) —0. 


‘D'où À =1, En substituant la valeur trouvée pour À dans l'équation (2), nous 
trouvons: 4x + 6y +8z+10=0 ou 2r+3y+4z+5—=0. | 
Exemple 2. Soit la droite 
3z—2y—24+14—0, 
zx — 4y—3z—2—=0, 
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Trouver sa projection sur Île plan 5x + 2y + 2z — 7 = 0. 

Solution. Nous devons trouver l'équation du plan passant par cette 
droite et perpendiculaire au plan donné. La projection que nous cherchons sera 
alors déterminée comme l'intersection de ce plan avec le plan donné. Ecrivons 
l'équation du faisceau de plans passant par la droite donnée: 


3z—2y—2+4+X (x —4y—387—2) —0. (3) 


Le plan que nous cherchons sera défini pe cette équation pour une certaine 
valeur de À que nous devrons trouver. Ecrivons cette équation sous la forme 


(84 A) s+(—2—4à) y+(—1—82) + (4—2à) 0, (4) 


Le plan que nous cherchons doit être perpendiculaire au plan donné. En 
partant de la condition de perpendicularité de deux plans, nous calculons 
l'inconnue À dans l'équation 


5 (3H A) +2(—2—4À) +2(—1—83À) —0. 


D'où À = 1. 

En remplaçant dans l'équation (4) À par sa valeur, nous trouverons l’équa- 
tion du plan passant par la droite donnée et perpendiculaire au plan donné: 
4x — 6y —4z + 2 = 0 ou 2x — 3y — 22 + 1 — 0. La projection de ce plan 
sur le plan donné est définie par les équations | 


2z—3y— 2341 —0, 
5x + 2y + 22—7 0. 


Exemple 3. Trouver la distance du point P(1; 1: 1) à la droite 


Solution. Faisons passer par P un plan &« perpendiculaire à la droite 
donnée et cherchons le point d’intersection ç de ce plan avec la droite. La dis- 
tance du point P à la droite sera égale à la distance du point P au point Q. 

Conformément au n° 215, on peut écrire l'équation du plan & sous la forme 


A(&—1)+B (y—1)+C (2—1)=0 ; 


ce plan doit être perpendiculaire à la droite donnée. La condition de perpen- 
dicularité nous donne | 


A __B _ C 
2 5 —2° 

En choisissant ici pour plus de simplicité le facteur de proportionnalité 
égal à 1, nous trouvons À = 2, B = 5, C =— —2. Ainsi donc, l’équation du plan 
est 2(7—1)+5(y—1)—2(2—1) = 0 ou 2z + 5y — 22 — 5 — 0. Nous 
devons à présent trouver le point d’intersection Q du plan et de la droite donnée. 
Il convient, à cet effet, de résoudre le système formé par les équations de la 
droite donnée et l'équation du plan que nous venons de définir. 

En procédant comme indiqué au n° 233 (voir exemple à la fin de ce numéro), 
nous trouverons les coordonnées du point Q: x = 5, y — 3, z — 10. Nous trou- 
verons à présent la distance du point donné à la droite donnée, qui est égale à la 
distance d entre les points P et Q, d’après la formule déjà connue: | 


a= VOD ED 00e Di VI « 10. 


CHAPITRE XIII 


SURFACES DU SECOND DEGRÉ. 
TRANSFORMATION DES COORDONNÉES 


$ 72. SURFACES DU SECOND DEGRÉ. 
ELLIPSOÏDE ET HYPERBOLOÏDE 


239. Conformément à ce qui a été dit au n° 210, les surfaces 
définies dans un système de coordonnées cartésiennes par des équa- 
tions du second degré sont des surfaces du second degré. Au n° 212, 
nous avons écrit l'équation générale du deuxième degré sous la forme 


Ag? + By? + C2 + Dry + Exzz+ Fyz4+ Gr+Hy+Kz+L=0. (1) 


Il est cependant d'usage, en géométrie analytique, d’utiliser une 
forme quelque peu différente, soit 


Az? + By° + C2 + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz + 2Gx+ 2H y +2Kz+L—=0. 
(2) 


On désigne donc par les lettres D, E, F, G, H, K la moitié 
des coefficients correspondants. Par exemple, si nous avons l’équa- 
tion 

32? + y +2} + 4xy + 3xz+2+5—0, alors 


A=3, B=1, C=1, D=2, E=+, F=0, G=0, H=—0, 


2 
2 
Dans la suite de l’exposé nous n’userons que de la forme (2). 
240. Considérons l'équation incomplète suivante 


A+ Bf+CA+LL=0, (3) 


A, B, Cet L étant différents de zéro. 

La surface que définit une telle équation dans un système de 
coordonnées cartésiennes orthogonales est appelée 

ellipsoïde si À, B, C sont des nombres de même signe, Z étant de 
signe contraire, 

hyperboloïide si un des nombres À, B, C est de signe contraire 
aux deux autres. 

241. Etudions l'ellipsoide. Comme nous l'avons déjà énoncé, 
l’ellipsoïde est une surface du second degré définie dans un système 


K — et L—=5, 
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de coordonnées cartésiennes orthogouales par l'équation 
Az? + Bf+Cz+L=0 (3) 
à condition que À, B, C soient des nombres de même signe et que L 
soit de signe contraire, 
Nous allons à présent transformer l'équation (3) pour lui donner 


une forme spéciale. Faisons passer Z dans le deuxième membre de 
l'équation; nous aurons Az + By? + CÀ = —LZ ou 


(4) 
TA BB C 
Remarquons à présent que comme À et L sont de signes contrai- 


res, le nombre 2 est négatif et, par conséquent, —2 est un nombre 


positif. Il en est de même pour 7 et 2% . Il s'ensuit que = 2 ; 


c: >, + V2 sont des nombres (positifs) réels. Dési- 
gnons-les respectivement par les lettres a, b, c. Il vient: 
L — 13 _L 2 — L = 2 
a di C0 Cr. 


Prenant en considération ces relations, nous pouvons écrire 
l'équation (4) comme de 
_ ie + = 1. ‘) 
L'équation (5) est dite équation canonique de l’ellipsoïde. 
Essayons de préciser la forme de l’ellipsoïde et de le représenter. 
Nous userons à cet effet de la méthode dite des « sections parallèles ». 
Considérons les sections de l’ellipsoïde par des plans parallèles 


au plan de coordonnées Oxy. Chacun de ces plans est défini par une 
équation de forme z — hk et la ligne, obtenue comme section, par 


deux équations 
| Le ee h? 
D | ] (6) 


7 
Cela nous indique que 
1) si fk|<<c, le plan z—h coupe l’ellipsoïde suivant l’ellipse 


dont les demi-axes sont 


bb) 1—- 
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et qui est symétrique par rapport.aux plans Oxz et Oyz; 2) les gran- 
deurs a* et b* atteignent leur plus grande valeur pour À = 0 (alors 
a* — a, b* = b); autrement dit, la plus grande ellipse résulte de 
l'intersection de l’ellipsoïde et du plan z — 0; 3) lorsque À croît 
a* et b* décroissent; 4) lorsque k—æ+c les grandeurs a* et b* 
deviennent nulles, autrement dit, l’ellipse résultant de l'intersection 


Fig. 112 


de l’ellipsoïde et du plan z — c, ou du plan 3 = —c, dégénère en un 
point ; autrement dit, les plans z — -kc sont tangents à l’ellipsoïde ; 
5) lorsque | À | >> c les équations (6) définissent une ellipse imagi- 
paire, ce qui signifie que le plan z — À n’a aucun point commun avec 
l’ellipsoïde, | | 

On obtient un tableau tout à fait analogue lors des intersections 
de l’ellipsoïde par des plans parallèles aux plans Oxz et Oyz. Remar- 
quons seulement que le plan Ozz lui-même coupe l’ellipsoïde sui- 
vant une ellipse définie par les équations = + £ 4 et y —0et 
le plan Oyz suivant une ellipse définie par Les équations Li + = = 1 
et x — 0 (voir fig. 112 où sont représentées les sections de l'ellip- 
soïde par les plans Oxry, Ozxz et z — h). 

En résumant ce que nous venons d’énoncer, nous pouvons con- 
clure que l’ellipsoïde est une surface ovale fermée, ayant trois plans 
de symétrie perpendiculaires deux à deux. Dans le système de coor- 
données choisi, ces plans sont confondus avec les plans de coordon- 
nées. 

242. Les grandeurs a, b, c sont appelées demi-axes de l’ellipsoïde. 
Si elles sont toutes différentes, l’ellipsoïde est dit ellipsoïde à frois 
axes. Considérons le cas où deux des grandeurs a, b, c sont égales. 
Soit, par exemple, a — b. L'équation (6) définit alors un cercle 
dont le centre est sur l’axe Oz. Il s'ensuit que lorsque a — b, on 
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peut considérer l’ellipsoïde comme une surface engendrée par une 
ellipse tournant autour d’un de ses axes. Si l'ellipsoïde résulte de la 
rotation de l’ellipse autour de son grand axe, il est appelé ellipsoide 
de révolution allongé ; un ellipsoïde résultant de la révolution autour 
du petit axe est appelé ellipsoïde de révolution aplati, Quand a — b — 
— € l’ellipsoïide est une sphère. 

Remarque. Si dans l'équation (3) tous. les coefficients À, 
B, C, L sont différents de zéro et ont le même signe, l'équation (3) 
ne définit nine ail Considérons l’équation : 


E+E hist. 


Le premier membre de cette équation est le même que celui de 

l'équation canonique de l’ellipsoïde. Comme il est => 0 et comme 
le second membre est —1, l'équation étudiée ne définit & aucune figure 
réelle. Cette équation est appelée du fait de son analogie avec 
l'équation (9) l'équation d’un ellipsoide imaginaire. 
_ 243. Occupons-nous à présent des hyperboloïdes. Comme nous 
l'avons indiqué au n° 238, on appelle hyperboloide une surface du 
second degré définie, dans un Système de coordonnées cartésiennes ortho- 
gonales, par l'équation 


A+ BP +C#+L=0 @) 


à condition que tous les nombres A, B, C, L soient différents de zéro 
et qu'un des nombres À, B, C ait un signe contraire à celui des deux 


autres. 
Pour un choix convenable des axes et une désignation convenable 


des coefficients, on peut faire en sorte que, dans l’é équation (3), 
les deux premiers coefficients (A et B} aient le même signe. Consi- 
dérant cette condition comme remplie, représentons l'équation (3) 
sous la forme 


Ac + By +Ci= —L. (7) 


Distinguons deux cas: 
4) Le nombre — L est de même signe que À et B. 
Divisant alors tous lés termes de l'équation par —Z et posant 


= + + D +V +. + +4 


(toutes les expressions sous radical sont ici positives et les grandeurs 
a, b, c, sorit donc réelles), nous aurons 


22 y 22 
+=. (8) 
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2) Le nombre —L a un signe contraire au signe de À et B. 
Cette fois nous diviserons tous les termes de l’ équation (7) par 


+ Let nous poserons a = 2,6 4° — + Vice — y (les 


expressions sous-radicales sont. FA, et les grandeurs à, b, c 
réelles). L'équation ne mu alors la forme 
y? zè 

L'hyperboloïde défini par l'équation (8) est appelé kyperboloïde 
à une nappe, l'hyperboloïde défini par l'équation (9) est dit kyper- 
_boloïde à deux nappes. Nous comprendrons par la suite l'origine de 
ces dénominations. 

244. Etudions tout _. l'hyperboloïde à une nappe 


gè 


_. + ET à 


Considérons les sections de cet hyperboloïde par les plans de coor- 
données Ozxz et Oyz. La section par le plan Ozxz est définie par les 
équations 2. 

| x? z2 
25 — pr] == A | 


y=0. | 
Nous voyons que c’est une hyperbole symétrique par rapport aux 
axes de coordonnées Ox, Oz et coupant l’axe Ox aux points (a; 0; 0) 
et (—a; 0; 0). La section par le plan Oyz est définie par les 
équations 


x=0. } 
C'est une hyperbole symétrique par rapport aux axes Oy et Oz et 
coupant l’axe Oy aux points (0; b; 0) et (0; —b; O0). 
= Voyons maintenant l'intersection de l'hyperboloïde considéré 
avec des plans parallèles au plan Oxy. Chacun de ces plans est défini 
par une-.équation de forme z — hk et chaque section de l'hyperboloïde 
par un tel plan est qsfnie . les dre 


F+k b2 145 = ! | (10) 
z=h. | 


Nous voyons donc que 1) tout plan z—h coupe l'hyperboloïde (8) 
suivant une ellipse dont les demi-axes sont 


Te pe 
a 14+ he, p=v/1+ 
15% 
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et qui est symétrique par rapport aux plans Oxz et Oyz; 2) les gran- 
deurs a* et b* ont leur plus petite valeur pour À — 0 (nous avons 
alors a* — a, b* — b), autrement dit, la plus petite ellipse résulte 
de l'intersection de l'hyperboloïde par le plan z — 0 (qui est appelée 
ellipse de gorge de l’hyperboloïde à une nappe); 3) | k | croissant 
indéfiniment, les grandeurs a* et b* croissent indéfiniment (fig. 113). 
Résumant ce qui vient d’être dit, on peut conclure que l’hyper- 
boloïde à une nappe a la forme d’un tube infini s’élargissant indé- 
finiment à partir de l'ellipse d’étranglement. L'hyperboloïde à une 
nappe possède trois plans de symétrie perpendiculaires entre eux. 
Dans le cas que nous avons choisi, ces plans se confondent avec les 
plâns de coordonnées. | 
245. Les grandeurs a, b, c sont appelées demi-axes de l’hyperbo- 
loïde à une nappe. Les deux premières (a et b) sont représentées sur 


Fig, 118 Fig. 114 


la fig. 113. Pour représenter sur le graphique le demi-axe c, il fau- 
drait construire le rectangle de base d’une des hyperboles définies 
par la section de l'hyperboloïde à une nappe par les plans Oxz et Oyz. 

Remarquons que si a — b, les équations (10) définissent un cercle 
dont le centre est sur l'axe Oz. Il s'ensuit que pour a = b, on peut 
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considérer l’hyperboloïde à une nappe comme la surface engendrée 
par une hyperbole tournant autour de son axe non transverse. 


D] 


246. Examinons à présent l’hyperboloïde à deux nappes 
2 y2 … gè 
a TR 


Examinons les sections de cette surface par les plans de coor- 
données Ozxz et Oyz. La section par le plan Oxz est définie par les 
équations 


Nous voyons que c'est une hyperbole symétrique par rapport 
aux . de coordonnées Oz, Oz et coupant l'axe Oz aux points 
(0; 0; cet (0; O0; —c). La section par le plan Oyzest définie par 
Les : eo 


C’est une hyperbole symétrique A rapport aux axes Oy, Oz et 
coupant l'axe Oz (aux points (0: O0: c) et (0; O; —c)). 

Voyons à présent la section de cet hyperboloïde par des plans 
parallèles au plan de coordonnées Ozxy. Chacun de ces plans est 
défini par une équation de forme z — k et la section de l’hyperboloï- 
de par tes plans par les équations 


(11) 


Nous voyons donc que 


4) silh|=c, le plan z—c coupe l’hyperboloïde à deux nappes 
suivant une ellipse dont les demi-axes sont 


ay #4, »=67/ 54, 


symétrique par rapport aux plans Ozxz et Oyz; 

2) 1h | croissant, les grandeurs a* et b* croissent ; 

3) si | À | croît indéfiniment a* et b* croissent aussi indéfiniment: 

4) si. | k ] décroissant tend vers c, a* et b* décroissent également 
et tendent vers zéro; pour k — +c nous aurons a* = 0 et b* — (0; 
cela signifie que l’ellipse, résultant de l'intersection du plan z — c 
ou z — —c, dégénère et se réduit à un point, autrement dit les plans 
z = +c sont tangents à l’hyperboloïde ; 
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9) pour |h | <c, les équations (44) définissent une ellipse ima- 
ginaire, ce qui signifie que le plan z — k pour th << c n'a aucun 
point commun avec l’hyperboloïde (Fig. 114). 

Résumant ce que nous avons énoncé, nous pouvons conclure que 
l'hyperboloïde à deux nappes est une surface composée de deux nap- 
pes distinctes (d’où sa dénomination) dont chacune a la forme d'une 
coupe convexe infinie. L’hyperboloïde à deux nappes possède trois 
‘plans de symétrie perpendiculaires entre eux; dans le cas que nous 
avons choisi, ces plans se confondent avec les plans de coordonnées. 

247. Les grandeurs a, b, c sont appelées demi-axes de l’hyperbo- 
‘loïde à deux nappes. On ne voit sur la fig. 114 que la grandeur c. 
Pour représenter a et b, il faudrait construire les rectangles de base 
de l’hyperbole résultant de l'intersection de l’hyperboloïde à deux 
nappes avec les plans Oxz et Oyz. 

Remarquons que pour a = b les équations (14) définissent un 
cercle ayant son centre sur l'axe Oz. Il s'ensuit que pour a = b on 
peut considérer l’hyperboloïde à deux nappes comme une surface 
engendrée par la rotation d’une hyperbole autour de son axe trans- 
verse. 


$ 73. CÔNE DU DEUXIÈME ORDRE 


248. Nous avons examiné au paragraphe. précédent les équations 
du second degré de forme 


Ar? + By+C2+L=0 


à condition que À, B, C, L sont différents de zéro. Supposons à pré- 
sent que L—0, c’est-à-dire que nous allons considérer l'équation 


Az + By + C2 =0 (1) 


(en supposant comme précédemment que les nombres À, B, C'ne 
sont pas nuls). 

Deux cas sont possibles : 

4) les trois nombres À, B, C ont le même signe, positif par exem- 
ple. L’équation (1) n’a alors qu’ ‘une solution x = 0, y = 0, z = 0, 
c'est-à-dire qu’il ne définit qu'un seul point ; 

2) les signes des nombres À, B, C sont différents. Dans ce cas, com- 
me nous allons le voir, l'équation (1) définit une surface dans le sens 
propre du terme. | 

249. Supposons, pour fixer le problème, que les nombres À et B 
soient positifs et. le nombre C négatif. Introduisons de nouvelles 
désignations : 


1 4. A 
Ar, B=—, C=——; 


$ 73] .Cône du deuxième ordre 231 
l'équation (1) prend la forme 


ntm a (2) 


Ce qui particularise l'équation (2), c'est qu'elle est homogène,. 
c'est-à-dire que tous ses termes. sont de même puissance (—2), d’où 
découle la particularité géométrique suivante de la surface que cette 
équation définit. 

Si un point quelconque M (autre que l'origine des coordonnées) 
appartient à cette surface, tous les points de la droite qui passe par. 
ce point et l'origine des coordonnées appartiennent également à cette 
surface. 

Démontrons cette affirmation. Soit M un point de coordonnées 
(; m;n), N cun point quelconque appartenant à la droite OM. 
En vertu. du n° 231, les coordonnées x, y, z du point NW sont définies 
par les égalités 


z=lt, y=mt, 2=nt, 


où { est un certain nombre. Supposons que le point M appartient. 
à la surface donnée. Alors 


3 , m2? 


Mais dans ce cas 


(12 (mt)? (nt)? cf 12 mi? n? 
D De a 0 (+) ” 


et, par conséquent, le point N appartient également à cette surface, 
ce qu'il fallait démontrer. 

Remarquons que toute surface définie dans un système de coor- 
données cartésiennes orthogonales par une équation homogène possè- 
de cette propriété (car nous ne nous sommes appuyés, lors de notre 
démonstration, que sur l’homogénéité de l'équation considérée). 
Autrement dit, toute surface définie par une équation homogène 
est engendrée par un système de droites concourantes en un point, 
à savoir, à l’origine des coordonnées. Une telle surface est dite 
surface conique ou plus simplement cône. Les droites qui constituent 
le cône sont appelées génératrices et le point vers lequel elles conver- 
gent est appelé sommet du cône. 

En particulier, on appelle cône du deuxième ordre toute surfate 
définie, dans un système de coordonnées cartésiennes, par une équation 
de forme (2). 

Pour comprendre la forme du cône du deuxième ordre, il suffit 
de considérer sa section par un plan quelconque ne passant pas par 
l'origine des coordonnées (autrement dit, ne passant pas par son. 
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sommet). Prenons, par exemple, le plan z — c. La section du cône 
par ce plan est définie par les équations 


2 2 | 
nr | 


2 —=C. 


(3) 


Il est évident qu'il s’agit d’une ellipse dont les demi-axes sont 
a et b, symétrique par rapport aux plans de coordonnées Oxz et Oyz. 

C'est ce que nous voyons sur la fig. 115 
où est représenté un cône du deuxième 
ordre. 

Remarquons que si a = b, l’ellipse 
définie par les équations (3) est un cercle 
dont le centre se trouve sur l’axe Oz et 
que, par conséquent, le cône sera alors 
un cône de révolution. 

250, Considérons l'équation : 


22 y? 28 
ED av. 


Cette équation détermine un seul 
point réel: æz — 0, y — 0, z — 0. Ce- 
pendant du fait de son analogie avec 
l'équation (2) elle est souvent appelée 
l'équation d'un cône imaginaire. 


8 74 PARABOLOÏDES 


251. Voyons à présent un autre cas 
particulier de l'équation générale du se- 
cond degré : 

Fig. 115 Ar? + By? + 2Kz=0,. (1) 

Suvposons que tous les nombres À, 

PB, K soient ici non nuls. Supposons de plus que les nombres À et X 

soient de signes différents (ce qui peut toujours être obtenu par rota- 

tion du système de coordonnées autour de l’axe Ox de 180°, c’est-à- 
dire en remplaçant y par —y et z par —z). 
Ecrivons cette équation sous la forme 


Ds 
K 


gs K 
À TB : 
Etant donné que X et A sont de signes contraires, — — Sst un 


a be K . 
nombre positif. Désignons-le par p. Quant au nombre —->, il peut 
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être positif ou négatif. Désignons-le par +gq, où q est un nombre 
positif. Par conséquent, l'équation peut prendre une des formes 
suivantes : 


P q 
ou 
2z — a 
: P q 3 


où p et g sont des nombres positifs. 

Examinons chacune de ces équations. 

292. La surface définie, dans un système de coordonnées cartésien- 
nes orthogonales, par une équation de forme 


2:— Re (2) 


(p et q étant posilifs) est appelée paraboloïde elliptique. L'équation (2) 
est l’équation canonique d’un paraboloïde elliptique. 

Etudions cette surface par la méthode des sections. Examinons 
tout d’abord les sections par les plans de coordonnées Ozz et Oyz. 
Pour y — 0, nous avons à partir de l'équation (2): x? = 2pz; par 
conséquent, la section par le plan Ozxz est définie par les équations 


z? = 2pz, l 

y=0. 
Nous voyons que c'est une parabole ascendante, symétrique par 
rapport à l’axe Oz et dont le sommet est à l’origine des coordonnées ; 


le paramètre de cette parabole est égal à p. La section par le plan 
Oyz est définie par les équations 


y? = 2q2, | 
z= 


et représente une parabole disposée de Ia même manière que précé- 
demment dont le paramètre est g. 

Examinons à présent les sections du paraboloïde par des plans 
parallèles au plan de coordonnées Oxy. Chacun de ces plans est défini 
par l'équation z — h et la section du paraboloïde par ces plans est 
définie par l'équation 


z y2 
CARTE UE 
Ta . | (3) 


Cela nous indique que 1) pour hk = 0, le plan z — À coupe le 
paraboloïde elliptique suivant une ellipse dont les demi-axes sont 


a — V2hkp et b* — V 2hq, disposée symétriquement par rapport 
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aux plans Oxrz et Oyz; 2) lorsque k croît, les grandeurs a* et b* crois- 
sent; 3) si À croît indéfiniment, a* et b*. croissent aussi indéfini- 
ment ; 4) si », décroissant, tend vers O, a*.et-b* décroissent et ten- 
dent également vers:0; pour À — 0 nous avons a* = 0, b* — 0, 
ce qui signifie que l'ellipse, résultant de la section du. paraboloïde 


Fig. 116 


par le plan z — 0, dégénère en un point; c’est-à-dire que le plan 
z = 0 est tangent au paraboloïde elliptique considéré ; 9) pour 
h << 0 les équations. (3) définissent une ellipse ‘imaginaire; cela 
Suite que le plan z — k, pour À < 0, n'a pas de points communs 
avec le paraboloïde considéré (fig. 116). 

Résumant ce qui vient d’être obtenu, nous pouvons conclure .que 
le paraboloïde elliptique a la forme d’une coupe convexe qui s'élar- 
git indéfiniment. Il possède deux plans de symétrie perpendiculaires 
l’un à l'autre qui coïncident, dans le système de coordonnées choisi, 
avec les plans de coordonnées Oxz et Oyz. Le point qui coïncide avec 
l'origine des coordonnées est appelé sommet du paraboloïde ellip- 
tique, les nombres p et q sont ses paramètres. 

Remarquons que si p = g les équations (3) définissent un cercle 
dont le centre est situé sur l'axe Oz. Il s'ensuit que, pour p—g, le 
paraboloïde elliptique peut être considéré comme une surface engen- 
drée par la rotation d'une parabole autour de son axe. C'est alors 
un paraboloïde de révolution. 

253. On appelle paraboloïde hyperbolique la surface définie, dans 
un système de coordonnées cartésiennes orthogonales, par une. équation 
de forme 

ER Li (4) 
P q 
(p et q élant posilifs). 
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Considérons la section d'un paraboloïde hyperbolique par le plan 
Oxz. Pour y = 0 l'équation (4) nous donne x? — 2pz; par consé- 
quent, la section du paraboloïde hyperbolique par le plan Oxz est 


définie par les équations 
x? — 2pz, 
y=0. } 6) 


Nous voyons que c’est une parabole ascendante, symétrique par 
rapport à l'axe Oz dont le sommet coïncide avec l'origine des coor- 
données ; le paramètre de cette parabole est égal à p.. 

Considérons à présent la section du paraboloïde par des plans 
parallèles au plan Oyz. Chacun de ces plans est défini par l'équation 
zx = h et la section du paraboloïde par ces plans par les équations 


z=h. 


D'où nous voyons que, quelle que soit la valeur de k, le plan x — h 
coupe le paraboloïde hyperbolique suivant une parabole descendante, 
symétrique par rapport au plan Ozxz (voir n° 136). Toutes ces para- 
boles, comme l'indique la première des équations (6), ont un para- 
mêtre-commun g ;.le sommet de chacune d'elles se trouve sur la cour- 
be d’intersection du paraboloïde et du plan Oxz, c’est-à-dire sur la 
parabole ascendante définie par les équations (5) (fig. 117). 

. Remarquons que chaque plan y — hk coupe le paraboloïde hyper- 
bolique suivant une parabole comme l'indiquent Îles équations 


HE Ne (6) 


y=h, ) 
définissant ces sections; une de ces sections, celle qui correspond à 
h — 0, a été examinée par nous en premier lieu. 

La fig. 117 représente une portion de paraboloïde hyperbolique. 
Le bord de cette portion est constitué par deux segments de parabo- 
les ascendantes dont les plans sont parallèles au plan Oxrz et de deux 
segments de paraboles descendantes dont les plans sont parallèles 
au plan Oyz. 

Considérons enfin les sections du paraboloïde hyperbolique par 
‘des plans parallèles au plan Cry. L’équation de chacun de ces plans 
est z — X.et la section du paraboloïde par ces plans est définie par. 


les équations 
DS 
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D'où nous voyons que les plans z -- k coupent le paraboloïde 
hyperbolique suivant des hyperboles symétriques par rapport aux 
plans Oxz et Oyz. Si hk >> 0, l'hyperbole correspondante coupe le 
plan Oxz; si k << 0 l'hyperbole coupe le plan Oyz; pour k = 0, 


Fig. 117 


l'hyperbole dégénère en une paire de droites (la fig. 117 représente 
une section du paraboloïde par le plan z — k pour le cas où k >> 0). 

Tout ce que nous venons d'exposer nous permet de conclure que 
le paraboloïde hyperbolique a la forme d’une selle. II possède deux 
plans de symétrie perpendiculaires ; dans le système de coordonnées 
choisi ces plans coïncident avec les plans de coordonnées Oxz ét 
Oyz. Le point qui coïncide avec l’origine des coordonnées est appelé 
sommet du paraboloïde hyperbolique, les nombres p et q sont ses 
paramètres. | 


$ 75. CYLINDRES DU DEUXIÈME ORDRE 


_ 254. Pour terminer notre revue des cas particuliers de l’équation 
(2) n° 239 examinons encore le cas où ses coefficients C, Æ, F et X 
sont nuls. L’équation prend alors la forme 


A + By? + 2Dzy + 2Gx + 2H y + L—=0 (1) 


et ne contient pas la variable z. En vertu du n° 207, l'équation (1) 
définit une surface cylindrique (ou plus simplement un 
cylindre) dont les génératrices sont parallèles à l'axe Oz. Etant donné 
que l’équation (1) est une équation du second degré, la surface qu'elle 
définit est dite cylindre du deuxième ordre. 

Remarquons à présent que l’équation (1) ne diffère pas, en fait, 
de l’équation (1) $ 41, qui définit, dans un système de coordonnées 
cartésiennes planes, une ligne du second degré. Nous pouvons donc 
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conclure que la section du cylindre par le plan Oxy est une courbe 
du second degré. Suivant le caractère de cette ligne nous aurons des 
cylindres du deuxième ordre de types suivants: 
a). cylindre elliptique (fig. 118). Un choix approprié du système 
de coordonnées permet de ramener son équation à la forme 
suivante 


22 y? 
a twet 


Si a — b nous aurons un cylindre circulaire 
ou cylindre de révolution ; 


b) cylindre hyperbolique (fig. 119); son équa- 
tion peut être ramenée à la forme 


Ferrer mmeeæ— — 


men cn ve ge 


C7 D _…— x? y? 
ÿ Tr y 1. 


c) cylindre parabolique (fig. 120) ; son équation 
peut être ramenée à la forme 


sue y? == 2px. 


Le cas où le premier membre de l'équation (1) 
est un produit de deux facteurs du premier degré 
Fig. 118 est également possible. Le cylindre « dégé n è- 

re» alors en deux plans. 

Il est enfin possible que l'équation (1} n’ait pas de solution réelle 
(par exemple, x? + y? — — 1) et donc que l'équation (1) ne défi- 


+ 
-- 


am mb jé em meme 


Fig. 119 Fig. 120 


nisse aucune figure géométrique réelle. On dit habituellement qu'une 
telle équation définit un cylindre imaginaire. 
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$ 76. GÉNÉRATRICES RECTILIGNES DE L'HYPERBOLOÏDE 
À UNE NAPPE. CONSTRUCTIONS DE V. CHOUKHOV 


255. L'examen des divers types de surfaces du second degré (voir 
$$ 72-75). permet de déceler d'emblée qu'il existe parmi elles des 
surfaces réglées, c'est-à-dire des surfaces engendrées par des droites: 
cônes, cylindres. Mais il se trouve qu'en plus des cylindres et des 
cônes, l'hyperboloïde à une nappe et le paraboloïde hyperbolique 
sont aussi des surfaces réglées. Ce fait n’est pas évident « de visu », 
mais il est facile de le démontrer algébriquement. Faisons cétte 
démonstration pour l’hyperboloïde à une nappe. 

Mettons l'équation canonique de l'hyperboloïde à une nappe 


sous la forme 


soit 


(+7) G-9- (+49 (28) D 


Considérons à présent les deux équations du premier degré 
a(5+9-8 (40) 
P(—+)=e(t-+), 


où & et f sont deux nombres non nuls simultanément. Si & et B sont 
fixés, le système d'équations (2) définit une droite; faisant varier 
œ et B, nous aurons un système infini de droites. Remarquons ? à pré- 
sent qu'en multipliant membre à membre les équations (2) nous 
obtenons l'équation (1). Il s'ensuit que chacune de ces 
droites appartient à lFhyperboloïde à une 
nappe. En effet, si les coordonnées x, y, z d’un point quelcon- 
que satisfont aux deux équations (2) elles satisfont également à 
l'équation (4); par conséquent, chaque point d’une droite définie 
par les équations (2), pour « et $ quelconques (non nuls simultané- 
ment), appartient à l’hyperboloïde à une nappe, ce qui signifie que 
touté la droite lui appartient. | 

Montrons enfin que par chaque point de l'hy- 
perboloïde à une nappe passe une et seu- 
lement une droite du système donné. 

Soit M5 (Zo; Yo: Zo) un point quelconque de |’ hyperboloïde 
à une nappe ; étant donné que ses coordonnées satisfont à l'équation 


(2) 


$ 76] Génératrices rectilignes de l'hypérboloïde à une nappe 239 


de l’hyperboloïde, on a 
To , Z0\ {%o __Zo) __ {4 vo _— 30 | (3) 
(2 +2) (4 2) (1+# } or) (3) 
Trouvons & et f de manière que la droite du système (2) qui leur 
correspond passe par le point M. Etant donné que les coordonnées 


du point M, doivent:satisfaire aux équations de cette droite, nous 
aurons pour définir les nombres & et f deux équations 


D ,T0)_8(11 #0), 
a (# 2 P(I+4) " 


Si 1+ Le 0, nous trouvons de la première équation de ce sys- 
tème P—#ka, où 


20. 4:70. 
— — . (5) 
147 


_ p — ka satisfait également à la deuxième équation du système 
(4), ce qui découle des relations (3) et (5). Remplaçons B par £a dans 
l'équation (2), & étant quelconque, mais non nul. Etant donné 
que les deux équations ont à présent un facteur commun «, nous 
pouvons le simplifier. Nous obtiendrons un système d'équations 
bien déterminé 


auquel correspond une droite bien déterminée. Cette droite passe 
par le point M, (car les nombres & et B ont été choisis de façon à 
vérifier les équations (4)). 


Si, par contre, À + . = 0, la formule (5) perd son sens, mais si 


1 + # = 0, 1 — 2 sera forcément différent de zéro. On peut trou- 


ver a ce cas la solution du système (4) en se basant sur la deuxiè- 
me équation, après quoi on peut démontrer, comme précédemment, 
que dans ce cas également une seule droite du système (2) passera 
par le point M4. 

Ainsi donc, pour différentes valeurs de & et B Les équations (2) 
définissent un système infini de droites appartenant à la suface de 
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l’hyperboloïde à une nappe et couvrant toute cette surface. Ces droi- 
tes sont appelées générairices rectilignes de l’hyperboloïde à une 
nappe. 

Nous avons montré que l'hyperboloïde à une nappe est composé 
de droites, c’est-à-dire que c'ést une surface réglée. De plus, 
l'hyperboloïde à une nappe est double- 
ment une surface réglée. Cela signifie 
qu'il possède deux systèmes 
de génératrices rectilignes. | 

On peut, en effet, par analogie 
avec le système (2) former les équa- 
tions | 


Les équations (6) définissent éga- 
lement un système de génératrices 
rectilignes de l’hyperboloïde à une 
nappe, d’ailleurs différent de celui 
défini par le système (2). 

L'hyperboloïde à une nappe avec 
ses deux systèmes de génératrices rec- 

Fig. 121 tilignes est représenté fig. 121. 
256. Sans entrer dans les détails 
de la question, indiquons que Île paraboloïde hyperbolique 
zè y? 
on q 
possède également deux systèmes de génératrices rectilignes, dont 
l’un est défini par les équations 


@Œ (5 7) — 2Bz, 
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Le paraboloïde hyperbolique avec ses deux systèmes de généra- 
trices rectilignes est représenté fig. 122. | 

257. C'est au célèbre ingénieur russe Vladimir Choukhov, mem- 
bre honoraire de l’Académie des Sciences de l’'U.R.S.S., qu'appar- 
tient l’idée d'utiliser le caractère de surface réglée de l’hyperboloïde 


| LT 
INR u 
QE 


Fig, 122 


à une nappe dans la technique de la construction. V. Choukhov a 
proposé de construire des fermes métalliques constituées de poutrel- 
les disposées suivant les génératrices rectilignes d'un hyperboloïde 
à une. nappe (de révolution). Ces constructions se sont avérées ré- 
sistantes et légères. Elles sont souvent utilisées pour l'édification 
de châteaux d’eau et de mâts pour la radio et la télévision. 


8.77. ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE GÉNÉRALE DES SURFACES 
DU SECOND DEGRÉ. FORMULES DE TRANSFORMATION 
DES COORUONNÉES CARTÉSIENNES ORTHOGONALES 
DANS L'ESPACE 


258. Nous avons examiné dans les paragraphes précédents une série de cas 
particuliers de l’équation générale du second degré à trois variables et nous avons 
étudié les surfaces qu'ils représentaient. Nous n'avons pas choisi arbitrairement 
les cas particuliers de cette équation. C’est qu'une transformation judicicuse du 
système de. coordonnées (en passant d'un système de coordonnées cartésiennes 
orthogonales) permet de donner à l'équation générale du second degré à trois 
inconnues soit la forme (3), $ 72, soit la formé (1), $ 73, soit enfin la forme 
(1), $ 74. Nous avons donc, dans les paragraphes précédents, passé en revue toutes 
les formes possibles de surface du second degré. . 

Nous allons expliquer succinctement comment se réalise le passage de l’équa- 
tion générale du second degré aux cas particuliers que nous avons examinés 
dans les $$ 79, 80 et 81. 


242 Surfaces du second degré [ck. XIII 


259. Nous allons définir, tout d'abord, les formules de transla- 
tion des coordonnées cartésiennes orthogonadles, 
c'est-à-dire d'une transformation du système de coordonnées cartésiennes 
qu permet de déplacer l'origine des coordonnées, l'orientation des axes et leur 

irection, ainsi que l’unité de mesure restant inchangées. 

Soient Oz, Oy et Oz les anciens axes et Oz’, O'y’ et O’z’ les nouveaux axes 
de coordonnées. La position des nouveaux axes par rapport à l’ancien système 
est définie lorsque sont données les anciennes coordonnées de Ja nouvelle origine : 
O0’ (a; b; c). Un point M quelconque de l’espace a des coordonnées (x; y; 2) 
par rapport à l’ancien système ; les‘coordonnées de ce même point dans le nouveau 
système seront (x’'; y’; z’). Le but que nous poursuivons est d'établir les formules 
exprimant les anciennes coordonnées à l’aide de nouvelles ou inversemént. Nous 
utiliserons pour cela l'égalité vectorielle 


[> > —> 
OM =—00'+0'M. (1) 


eu 45 : | à « 
OM est le rayon vecteur du point M dans l'ancien système et, parconséquent, 
les projections de ce vecteur sur les axes Oz, Oy et Oz sont égales aux anciennes 


coordonnées du point M(voir n° 152): OM = {z; y; z}. Dé même, O0" — (a; b;c}. 
Le vecteur O‘M est le rayon vecteur du point M dans le nouveau système de 
coordonnées ; ses projections sur les axes O’x, O’y et O’z, ou ce qui revient au 
même sur les axes Ox, Oy et Oz sont égales aux nouvelles coordonnées du 
: À “y: > 
point M, c’est-à-dire O’M = {x’; y’; z'}, 
Nous pouvons done écrire l'égalité (1) comme suit 


{x ; y; 2}={x"; y; z'h+t{a; b; ec}. 
D'où 
z=x'+a, y=y'+b, 2=2+0c. (2) 


Ce sont précisément les formules que nous voulions trouver. | 

260. Nous allons établir, à présent, les formules de transformation de 
coordonnées cartésiennes orthogonales dans le cas d’une transformation du sys- 
tème de coordonnées pour laquelle les axes se transforment (tout en restant per- 
pendiculaires entre eux), l'origine des coordonnées et l'unité de mesure restant 
inchangées. 

Soient Oz, Oy et Oz les anciennes coordonnées et Oz’, Oy’ et Oz’ les nouveaux 
axes de coordonnées. Considérons comme connus les angles que forme chacun des 
axes du nouveau système avec les axes de l’ancien système. Nous désignerons 
les angles considérés dans le tableau suivant: 


Ox Oy Oz 

Ox' | a: Bi Ÿ1 
(3) 

Oy" | Be Y2 

Oz &3 Bs V3 
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Un point M quelconque de l'espace possède par rapport aux anciens axes les 
coordonnées (zx; y; z); les coordonnées de ce même point par rapport au nouveau 
système sont (x: y’; z’). Notre but est d'établir les formules permettant d'expri- 
mer les anciennes coordonnées x, y, z à l'aide de nouvelles z’, y’, z’ (ou x’, y’, z’ 
à l’aide de x, y, 2). | 


je + + + , , 
Désignons par à, j, k les vecteurs de base des anciens axes dé coordonnées 
+ > — 
et par i’, j’, k’ les vecteurs de base des nouveaux axes (voir n° 174). 
; > +, > + + —+ 
Décomposons chacun des vecteurs à”, j’, k’ par rapport à la base i, j, K. 
| — > + : 
Etant donné que les vecteurs i’, j”, k” sont des vecteurs unitaires, en vertu des 
ns 173 et 455, et en prenant en considération le tableau (3), nous avons 
ee + + + 
i’—Cos Œ-i+ côs 4-7 + cos v4-#, 
+ —> — é —+ 
1” = CÔS oi + cos Bo. + cos VYe-k, (4) 
+ | > + + 
‘= COS G3-i + cos Bs-7 + cos Y3'k. 
, # : —> # 
Considérons le vecteur OM. Décomposons-le d'abord par rapport à la 
base à, 7, k, puis par rapport à la base i”, 7’, k': 


D + + + 
OM = xi + vi +2k, (5) 
OM=s ty +zk (6) 


(les coefficients sont, dans le premier cas, les anciennes coordonnées du point 
M, dans le deuxième cas, ses nouvelles coordonnées). En vertu des égalités 
(5) et (6) 
+ + + — _ 
tityj+sk=x"i+u'j+zk", 
+ > + ” 
Remplaçant les vecteurs i”, 7’, k’ donnés par (4), nous avons 
+ + —+ + — — 
œibyj +zk=2zx" (cos a, ri+ cos B:.7 +cos ÿ1-k) + 
> 
+ y! (cos œ 54 COS Boy + COS V2" k) - 
+ 2° (cos Ga ra cos Ba-j + cos 3"), 
soit 
ci+yj +zk=(x" cos &i—+- y" cos œo + 2° COS a) à + 
+ 
+ (z' cos Bi +y” cos Ba + 2’ cos Ba) j + 
> 
+ (2° cos v4+- y" cos V2 +3" cos y3) K. (7) 
Etant donné que les coefficients de la décomposition du veeteur par rapport 


| re Le ©. L e Ld * , 
à la base i, j, k sont déterminés par ce vecteur de façon univoque (voir théorème 


19, n° 173), les trois égalités suivantes découlent de (7): 
x —%" COS Li ty” COS &2 +2" COS Az, 
y=zx" cos fBi+y’ cos Bo cos B3, (8) 


z=2" COS ÿY1—+ y” COS Va z” COS V3. 
16% 
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Ce sont précisément les formules que nous cherchons, c'est-à-dire les formu- 
les qui expriment les anciennes coordonnées (x,.y, z) d’un point quelconque M 
à l’aide de ses nouvelles coordonnées lorsque les axes changent, l'origine des 
coordonnées restant immobile. | 

Etant donné que les deux systèmes de coordonnées sont applicables à parts 
égales, il n'est point nécessaire de déduire de nouveau les formules qui expri- 
ment les nouvelles coordonnées z', y’, z’ à l’aide des anciennes x, y, z. Il suffit 
d'intervertir dans les formules (8) les anciennes coordonnées et les nouvelles et 
de modifier, en conséquence, les places des symboles désignant les angles dans 
l'ancien et le nouveau système de coordonnées. : | 
261. Nous allons établir enfin la formule de transformation générale des 
coordonnées cartésiennes orthogonales, c'est-à-dire les formules de transforma- 
‘tion des coordonnées pour le éas où les axes et l’origine changent simultanément, 
les axes restant perpendiculaires et l'unité de mesure restant inchangée. | 

Nous considérons comme connues les anciennes coordonnées de la nouvelle 
origine 0” (a, b, c) et les angles que forme chaque nouvel axe avec chaque ancien 
axe. Désignons ces angles comme nous l'avons fait dans le tableau (3) du n° 260. 
__ Désignons par x, y, z les anciennes coordonnées d’un point quelconque M 
et par z’, y’, z’ les nouvelles coordonnées de ce même point. Notre but est d’éta- 
blir les formules permettant d'exprimer les anciennes coordonnées à l'aide de 
nouvelles (ou les nouvelles à l’aide des anciennes). | 
| Pour résoudre ce problème, introduisons un système auxiliaire de coordonnées 
dont les axes auront la même direction que l'ancien système et dont l'origine 
coïncidera avec l'origine du nouveau système. Désignons les coordonnées du 
point M par rapport à ce nouveau système auxiliaire par +”, y", z”. 

Etant donné que les axes du nouveau système auxiliaire sont obtenus par 
translation. parallèle des axes de l’ancien système, il vient 


æ=4"+a, y—=y"+b, z—=2"+ec. 
Etant donné ensuite que. le nouveau système a la même origine que le 
système auxiliaire, nous aurons en vertu du n° 260 | 
x" = x" COS Ga + y" COS Go + z’ COS &s, 
y"—x" cos Bi + y" cos Ba +2’ cos fa, 
"= x" cos y1 y" Cos Ya + 2” COS Va. 
En substituant ces expressions de x”, y”, 2" dans les deuxièmes membres des 
égalités précédentes nous aurons 
rate" COS + y COS Oo + 7° Cos QG: + à, 
y — +’ cos Bi +y’ cos Bo+ z' cos B3-}b, (9) 
5 +" COS Y] 7 y" COS Vo 3° cos vate. J 


Ces dernières formules sont celles que nous cherchons. 


$ 78, QUELQUES CONCLUSIONS D'ORDRE GÉNÉRAL DÉCOULANT 
DES FORMULES DE TRANSFORMATION DES COORDONNÉES 


262. Les formules de transformation des coordonnées cartésiennes orthogo- 
nales dans l’espace étant établies, il est facile de démontrer le théorème suivant. 
Si une surface est définie par une équation algébrique de degré n dans un: 
système quelconque de coordonnées rartésiennes orthogonales, elle sera également 
définie dans tout autre système de coordonnées cartésiennes orthogonales par une 
équation algébrique du même. degré n. 
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La démonstration est absolument analogue à celle du théorème (8), n° 49. 

263. I1 découlé directement du théorème précédent que la courbe d’intersec- 
tion d’une surface du second degré avec un plan est une ligne dont l'ordre n’est 
pas supérieur à deux. | , 

Démonstration. Soient une surface quelconque du second degré 
et un plan &. Chôisissons un système de coordonnées cartésiennes orthogonales 
de façon que ses axes Oz et Oy ‘appartiennent au plan &. En vertu du n° 262, 
cette surface sera définie dans le système de coordonnées choisi, comme dans tout 
système cartésien orthogonal, par une certaine équation du second degré 


Ax2+ By? + Cz2+ Dry + 2ExzL2Fyz+2Gx +2Hy+2K3+L=0. (1) 
L'équation du plan & par rapport à ce système de coordonnées choisi sera 


D — 


La ligne d'intersection de la surface donnée avec le plan & est définie ar 
le système formé des équations (1) et de l'équation 3 — 0. En faisant dans l’é- 
quation (1!) z = 0, nous aurons. RE 


Ax2+ By? + 2Dxy + 2Gx+2Hy+L—0. (2) 


Nous avons obtenu l'équation de la courbe d’intersection de la surface donnée 
avec le plan dans le système de coordonnées défini, sur le plan «, par 
les axes Ox et Oy. Or l'équation (2) est une équation algébrique dont le degré 
n’est pas supérieur à 2. Le théorème est donc démontré. | 


3 #7 


Remarque. Le degré de l’équation (2) peut être inférieur à 2, c'est ce 


qui se produira si À, B et D s’annulent. Par exemple, le cylindre parabolique 
coupe son plan de symétrie suivant une droite, c'est-à-dire suivant une courbe du 
premier degré. Mais ces cas sont des exceptions. En général, les surfaces du second 
degré coupent les plans suivant une ligne du second degré (nous avons de nom- 
breux et différents exemples d'’intersection des plans avec des surfaces du 
second degré aux paragraphes 72 à 74), | 

264. Le n° 249 indique que le cône de révolution est une surface du second 
degré. Il découle, ainsi, de ce qui vient d’être énoncé que tout plan ne passant 
pas par le sommet du cône de révolution coupe ce cône suivant une courbe non 
dégénérée du second degré, c’est-à-dire suivant soit une ellipse, soit uné.hyper- 
bole, soit une parabole. Ceci prouve la justesse du théorème 14 que nous avions 
omis de démontrer-en ses temps et lieux (voir n° 112). 


$ 79. SIMPLIFICATION DE L'ÉQUATION D'UNE SURFACE 
DU SECOND DEGRÉ AU MOYEN DU TRANSFERT DU CENTRE 
À L'ORIGINE DES COORDONNÉES 


265. Soit une surface du second degré 
Az? By? + Czt + 2Dxy +2Exz + 2Fyz +- 

+ 2Gxr + 2Hy+2K2+ L—0. (1) 
Voyons tout d’abord comment se transforme l'équation (1) lors 
d’une translation parallèle des axes. Supposons que la translation 
parallèle des axes s'effectue de façon que l’origine des coordonnées 
coïncide avec un certain point So (20; Yo; 20). Désignons par x, y, 2 
les anciennes coordonnées d’un point quelconque de l’espace, par 
à, y, z les nouvelles coordonnées de ce même point. Nous aurons 


t=2+ Lo; Y=Y + Yo 2= 24 20: (2) 
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En remplaçant dans le premier membre de l'équation (1) les 
anciennes coordonnées par les nouvelles et en regroupant ensuite les 
termes, nous aurons: 


Az? + By? + C2? +2 Day + 2Ex2 + 2Fyz + 2Gx + 2Hy+2Kz+L— 
= A(x+ 10)" + B + vo) + C (+ 20)? + 2D (x + to) (y + yo) + 
+2E (& +20) (2 + 20) + 2F (y + yo) (+ 20) + 2G (7 + %0) + 
+ 2H {y + yo) + 2K (2420) + L= AT + Byé+ Ca + 2Dry + 2E 72 + 
+ 2Fyz + 2(470+ Dyo+ Ezo+ G) 5 +2 (Dao + Byo+ F20-+ H) yÿ+ 
+ 2(Exo+ Fyo + Cro-+ K)7-+ (An + By + Ca + 2Doyo + 2Exo20 + 
+ 2Fy020 + 2620 + 2Hyo + 2K20+ L). 


Nous voyons que dans les nouvelles coordonnées Les coefficients 
des termes de puissance élevée (c'est-à-dire du second degré) restent 
les mêmes. Par contre, les coefficients de x, y, z et le terme constant 
changent. Introduisons les désignations suivantes : 


G = Ato + Dyo + Ezo + G, (3) 
H = Dro+ Byo+ Frot A, (4) 
K=Eto+ Fyo+Czo+ K, (5) 
L— At, + Byi + Cz + 2Droÿo + 2Et020 + 

+ 2Fy020 + 2G ro + 2H yo + 2K 70 + L. (6) 


L’équation de ia surface donnée prendra alors la forme suivante : 
Ar? + By + C7 + 2Dry + 2Exz + 2F y + 

+26 2+2Hy+2K2+L=0. (7) 

266. Essayons de choisir le point 5 de façon que dans l'équation 

transformée les termes en x, y et z s'annulent, c'est-à-dire que G& — 0, 


Pt 


H = 0, K = 0. Les anciennes coordonnées de ce point doivent satis- 
faire aux trois équations suivantes : 


Axe + Dyo+ Ex +G=0, 
Dzro + Byo + Fz0+ H =0, 
Exo + Fyo + Czo + K = 0. 


(8) 


Nous trouverons le point S cherché si le système (8) est compati- 
ble, c'est-à-dire si ce système a une solution. Lorsque nous aurons 
transporté l'origine des coordonnées en ce point, l'équation de notre 
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surface prendra la forme suivante: 
AR? + Bi + C2 +L2Dry + 2E 72 + 2Fyz+ L=—0. (9) 
267. Remarquons à présent que de l'égalité (9) découle l'égalité 
A(— 2)+B(—y)+C(—2)+2D(—3)(—y)+2E(—2(—2+ 
+2F(—y)(—2)+L=0. 


Donc, si un certain point M &, Y, z) appartient à une certaine 


surface, le point NW (—x, =ÿ, 7) appartient également à cette sur- 
face. Nous voyons que les points de la surface donnée se répartissent 
par couples symétriques par rapport à la nouvelle origine des coordon- 
nées, c'est-à-dire par rapport au point S. 

S’ il existe dans l'espace un point par rapport auquel les points 
d'une surface donnée sont répartis par couples symétriques, ce point 
s'appelle centre de la surface donnée. 

Par conséquent, le sens géométrique de la transformation des coor- 
données par suile de laquelle l'équation d'une surface du second degré 
est ramenée à la forme (9) consiste en ce que l'origine des coordonnées 
est transportée au centre de cette surface. 

268. Conformément à ce qui vient d'être énoncé, toute solution 
(Co: Yo, 2) du système (8) définit le centre de la surface donnée 
(dans le système primitif de coordonnées). C’est pourquoi on appelle 
l'équation (8) équation du centre. 

La réciproque est également vraie : si un certain point est le cen- 
tre d'une surface du second degré les coordonnées z,, Yo, Z0o de ce 
point constituent la solution du système (8). Nous ne nous attarde- 
rons pas sur la démonstration de cette réciproque. 

269. Désignons par 6 le déterminant du système (8) 


A DE 


EFC 


La grandeur ô est composée des coefficients de l’ensemble des ter- 
mes du premier et du deuxième degré dé l'équation (1) et est appelée 
discriminant de cette équation. 

Si Ô -£ 0 le système (8) est compatible et déterminé, C ‘'est- -à-dire 
qu'il a une solution et une seule (voir Appendice, n° 14). La sur- 
face a donc un centre et un seul. 

Toute surface du second degré ayant un centre ünique est dite 
à centre où centrale. L'inégalité 6 -£ O est l'indice d’une surface 
centrale. 

Si 6 — 0 le système (8) sera soit incompatible, soit indétérminé. 
C’est pourquoi, quand & — 0, la surface considérée ou bien n'a pas 
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de centre (comme, par exemple, le paraboloïde elliptique) où bien 
possède une infinité de centres. (comme, par exemple, le cylindre 
elliptique). 

Si une surface n'a pas de centre, il est impossible de ramener son 
équation . à la forme (9). 


270. Le terme constant L de l'équation (9) s'exprime par une 
formule assez compliquée. Il est possible de simplifier considéra- 
blernent cette formule. 

En effet, en regroupant les termes du deuxième membre de l'éga- 
lité (6), nous obtenons: 


LE = (475 + Dyo+ Ezs Es G) %o + (Do + Byo + F20 + H) yo + 
+ (Exo + Fyo+Czo + À) 20 + (Gro + Hyo+ Kzo + L). 
D'où et en vertu du système (8) 


L=Gro+ Hyo+ Kio +L. (10) 
2711. Exem ple. Soit l'équation 
722 + Gy? + 52? —4zy — 4yz — 6x —_ y 182 + 18 — . 


Montrer qu’elle définit une surface à centre, trouver son centre et simplifier 
l'équation en reportant l’origine des coordonnées au centre. 
Solution 


1 —2 O0 
ô — —2 6 —2 |— 162. 
0 —2 5 


Etant donné que ê = 0 l’ équation donnée définit une surface centrale. Les 
coordonnées du centre peuvent être obtenues à partir des équations (8) qui dans 
le cas présent ont la forme 


720 — 2ÿ9 —3—0, 
— 220 + 6yo — 220 — 12 =0, 
— 20 + 50 +9=0. 


En résolvant ce système, nous trouvons x = 1, Yo = 2, 20 = —1. Trans- 
ortons l'origine des coordonnées au point (1, 2, 1). Les CoOrdonnées de tous 
es points se transforment suivant les formules 


25H, y=ÿ+2, 2=7—1 
et l'équation donnée prendra la forme 
T2 608-558 — ji T0: 
On peut calculer le terme constant L suivant la formule (10). Autrement 


dit, L= — 329 — 12y0 + Mo +18 = — 18. Par conséquent, nous obtenons l’équa- 
tion dans le système de coordonnées #, y, z 


FES PL YCRR PE TEL TTÉE 18=0 


(au n° 283 nous simplifierons encore cette équation et nous déterminerons, en 
même temps, le type et la position de la surface du second degré qu’elle définit). 
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$ 80. RÉDUCTION DE L'ÉQUATION D’UNE SURFACE CENTRALE 
DU SECOND DEGRÉ À SA PLUS SIMPLE EXPRESSION 


272. Considérons une surface centrale du deuxième ordre quel- 
conque. En transportant l’origine des coordonnées au centre, on peut 
donner à son équation La forme (9), $ 79. Supposons que cette trans- 
formation soit déjà effectuée. Sans nous intéresser à l’ origine de l’é- 
quation (9), $ 79, nous désignerons de nouveau dans cette équation 
les coordonnées variables par les lettres x, y, z et le terme constant 
par Z. Nous aurons donc 


A+ Bÿ+CA+2Dzy+2Ezs+2Fys+L=0.. (i) 


Nous réduirons l'équation (1) à sa plus simple expression en 
faisant subir aux axes de coordonnées une rotation autour de l’ori- 
gine fixe. 

273. Nous aurons besoin du théorème suivant. 

Théorème 27. Les milieux des cordes parallèles d'une sur- 
face du second degré se trouvent sur le même plan. 

Nous ferons la démonstration pour le cas d’une surface centrale 
en supposant que son équation a la forme (1). 

Admettons que la direction commune au système | donné de cor 


des parallèles soit. déterminée par le vecteur non nul a = {1 m, n}. 
Considérons l’une quelconque de ces cordes; si M4 (21, ya, 21) 
et M: (To, Yo, 22) sont les extrémités de la corde, les coordonnées 
du milieu de cette corde seront 
Lido. Yit Ye z1 + 22 
one D'or (2) 
Etant donné que la corde considérée est parallèle au vecteur 4, 
nous avons 


ot V2 V2 4, 
Î 


d'où 

To — Li = lt, Ya — Yi =, Bo — Z1 = NE, (3) 
où { est un facteur de proportionnalité. Puisque les extrémités de 
la corde M, et M 2 appartiennent à - la surface, leurs coordonnées 


doivent satisfaire à l'équation (1), c’est pourquoi les deux égalités 
suivantes seront vraies: 


Ar -+ By° +. Cri + 2Dauyi-H2Exiz + 2Fyu+L=0. (4) 
At, + By, + Ci + 2Dxoye + 2E 222 + 2Fy282 + L = 0. (9) 
Soustrayant l'égalité (4) de l'égalité (5), nous aurons | 
A (ei — 2) + B (ui vi) + C2 — 2) + 2D (ay — is) + 
+2E (Lo — 2421) + 2F (Vas — 13) = 0, (6} 
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Remarquons à présent qu’en vertu des égalités (2) et (3), 


(ra — 25) = (2 + 2) (to — t1) = 2xlt. (7) 

De même, 
(US — 5) = (Ye + ya) (ya — y) = 2ymt, (8) 
(25 — 21) = (22 + 31) (22 — 2) = 2ant. (9) 


L'égalité suivante est juste 
2 (taÿ2 — Tiys) = (ta +81) (Ua — ya) + (te — 21) (va + vi), 
d’où et en vertu des égalités (2) et (3), nous avons 


Too — Laÿ = cmt + ylt. (10) 

De même, 
LoZa — L124 = Ænt — Lit, (11) 
Y22o — Yi = ynt + 2m. (12) 


En transformant l'égalité (6) à l’aide des égalités (7}-(12) et 
en divisant tous les termes par le facteur commun 2f, nous aurons : 
Alz + Bmy+Cnz+ D (mx +1ly) + E (nx +12) + F (ny + mz) =0, 

ou 


(AÏ + Dm + En) z + (DI+ Bm+Fn)y+(El+ Fm + Cn} z—0. (13) 


Nous voyons que les coordonnées x, y, z satisfont à une équation 
du premier degré. Par conséquent, les milieux des cordes considérées 
se trouvent sur le même plan, ce qu'il fallait démontrer. 

Remarque. Nous avons laissé de côté dans notre démons- 
tration un point douteux. Pour être plus précis, nous n'avons pas 
vérifié que l'égalité (13) est bien une équation. Cette égalité serait 
une identité si toutes les expressions entre parenthèses s’annulaient. 
Il est toutefois facile d'établir que cette supposition est inadmissi- 


ble. En effet, comme le vecteur a — {7}, m, n} est non nul, les 
nombres !, m,n ne peuvent être nuls simultanément. Par conséquent, 
le système d'égalités 


DI+ Bm+Fn=—0, 
El + Fm+Cn—=0 
n’est possible qu’à condition que 
A D Ë 
D B F|=0 
EFC 


Al-+ Dm + En = 0, 
| (14) 
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(voir Appendice, n° 16). Maïs ce déterminant n’est rien d'autre que 
le discriminant de l’équation de la surface donnée, c’est-à-dire 6 
(voir n° 269). Etant donné que la surface est supposée à centre, 
Ô -- O et, par conséquent, les trois égalités (14) ne peuvent être 
vraies simultanément. 

Par conséquent, quels que soient les trois nombres {, m, n (non 
nuls simultanément) l'égalité (13) sera toujours une équation du 
premier degré et définira donc toujours un plan. 

274. Le plan auquel appartiennent les milieux des cordes d'une 
surface du second degré est dit plan diamétral conjugué à ces cordes. 
Si la surface est définie par une équation (1) et si les cordes sont 


parallèles au vecteur a — {}, m, n}, le plan diamétral conjugué à 
ces cordes sera le plan défini par l'équation (13). L'équation (13) nous 
montre que tous les plans diamétraux passent par l'origine des coor- 
données, c’est-à-dire par le centre de la surface donnée. 

275. Dans le cas où les cordes parallèles sont perpendiculaires 
au plan diamétral qui leur est conjugué, la direction de ces cordes 
est dite direction principale par rapport à la surface du second degré 
donnée. Le plan diamétral conjugué aux cordes de direction princi- 
pale est Le plan de symétrie de \a surface donnée (car il coupe en deux 
parties égales les cordes qui lui sont perpendiculaires). 

276. Tâchons de trouver ne serait-ce qu'une direction principale 
d'une surface donnée. Lorsque nous l’aurons trouvée nous ferons 
passer un des axes de coordonnées suivant cette direction principale ; 
un des plans de coordonnées sera alors un plan de symétrie de cette 
surface (le plan perpendiculäire à l’axe choisi). Dans le nouveau 
système de coordonnées l'équation de la surface aura une forme 
simplifiée. 

277. Le vecteur a — {!, m, n} est de direction principale s’il est 
perpendiculaire au plan défini par l’équation (13), c’est-à-dire si 
Al+Dm+En _ DitBm+Fn _ El+Fm+Cn 

Ar mn 2 n ; 

Désignant par À la valeur commune de ces rapports, nous obte- 

nons les égalités 


AI + Dm + En =, 
Di + Bm+ Fn=m, (15) 
Et + Fm +Cn=—An 
soit 
(A—À)1+ Dm+En=0, 
DIi+(B—2A)m<+Fn=0, (16) 
El+Fm-{(C—2)n—0. 
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À partir de ces équations nous devons trouver les coordonnées 


inconnués !, m, n du vecteur noù nul a (le nombre À est également 
inconnu). | 

Pour que le système d'équations homogènes (16) possède une 
solution !, m,n non nulle, il faut et il suffit que son déterminant soit 
nul (voir Appendice, n° 16). Considérant comme nul le déterminant 
du système (16) nous aurons l'équation 


A—ù D E 
D B—XxF = 0 (17) 
E F C—X 


qui nous permettra de déterminer les valeurs admissibles de la gran- 
deur inconnue À. L’équation (17) est dite équation caractéristique 
de la surface donnée. 
L'équation caractéristique est une équation du froisième degré 

(il est facile de s’en convaincre en développant le déterminant qui 
constitue son premier membre). L'algèbre nous indique que toute 
équation du troisième degré a trois racines. -Désignons les racines de 
l'équation caractéristique par À, À, Ac. Îl est de plus évident que 
tous les coefficients de l'équation (17) sont réels. L’algèbre nous 
indique que si tous les coefficients d’une équation du troisième degré 
sont réels, une racine au moins de cette équation doit être réelle. 
Soit par exemple À; un nombre réel *. En posant dans les équations 
(16) À — À3, nous obtiendrons un système dont les coefficients seront 
déjà des nombres donnés et dont le déterminant est nul. Etant donné 
cette dernière circonstance, ce système aura une solution non nulle. 
En prenant pour !, m, n une solution quelconque non nulle du systè- 


me (6), nous aurons un vecteur non nul a — {l, m, n} pour direction 
principale par rapport à la surface considérée. La direction princi- 
pale ainsi trouvée est dite correspondante à à la racine À, (les direc- 
tions correspondant aux autres racines se déterminent de façon ana- 
logue). 

Ainsi donc, nous avons montré qu'il est toujours possible pour 
une surface du second degré de trouver au moins une direction prin- 
cipale. 

278. Sans changer l'origine des coordonnées, faisons tourner le 
système de coordonnées de façon que l’un quelconque des axes, le 
troisième par exemple, soit orienté dans la direction principale. En 
introduisant dans l'équation (1) les nouvelles coordonnées d’après 
les formules (8), $ 77, nous obtiendrons une équation de même for- 


* Nous verrons par la suite que les trois racines de l’équation caracté- 
ristique sont réelles. 
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me, mais dont les coefficients auront une autre valeur : 
A2+ B'y%4C'2%+ 2D'a y +2E'x'2 +2F' ya +L=0 (18) 
le terme constant L restant inchangé. 


Ecrivons le système (16) correspondant à la nouvelle équation 
de la surface donnée 


(4—) L' na D'm’ + E "=0, 
D‘ e (B° 4") m' Le F' ’ = À (49) 

EV+F'm +(C'—-Ll')n =0,. 
Etant donné que le nouvel axe Oz’ est direction principale par 
rapport à la surface donnée, le système (19) doit avoir une solution 


l'=—0,m = 0, nr" 0. En remplaçant les lettres par leur valeur 
dans le systèmé (19) nous trouverons 


E'=0, F'—0. 
Par conséquent, l'équation (18) prend la forme 
A'x?+.2D'z'y + B'y?+C'z8+ 1-0. (20) 


Faisons tourner à présent le système d’axes de coordonnées au- 
tour de l’axe Oz’ d'un certain angle « (l’axe O7’ restant immobile). 
Lors d’une telle transformation des axes, les coordonnées se trans- 
forment suivant les formules 


z'—x"cos a — y” Sin ©, 
= x” sin œ + y” Cos &, (21) 
22. | 
En choisissant comme il convient l’angle æ&, nous pouvons 


ramener l’ensemble des trois premiers termes de l'équation (20) 
à la forme réduite {voir $ 43): 


A'x "2L2D'zx'y +By*— A"x"? + B'y 2 


En même temps l’ équation de la surface donnée est réduite à sa 
plus simple expression 


Aa”? + B" y'2+ C'z2"2 L — nn (22) 


279. Comme le montre l'équation (22), — plan de coordon- 
nées du nouveau système est un plan de symétrie. Par consé- 
quent, foute surface centrale du second degré possède trois directions 
principales perpendiculaires deux à deur, qui sont les directions des 
nouveaux axes de coordonnées. 

Si les coefficients 4”, B", €” sont. tous différents, 
la surface n’a pas d’autres directions principales que celles qui ont 
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été indiquées. S’il y a deux coefficients égaux par- 
mi les coefficients A”, B”, C’, la surface possède une infinité de 
directions principales. Par exemple, si A” — B" tout plan passant 
par l'axe Oz’ sera un plan de symétrie et, par conséquent, toute 
direction perpendiculaire à cet axe sera une direction principale. Si 
A" = B" — C" toutes les directions de l’espace seront des directions 
principales par rapport à la surface donnée. 

Nous avons ramené plus haut l'équation (4) à la forme (22) en 
deux étapes: nous avons d’abord orienté un des axes de coordonnées 
suivant une direction principale, puis nous avons donné des direc- 
tions principales aux deux autres axes. Dans la pratique quand il 
s'agit de réduire à sa plus simple expression l'équation d’une sur- 
face centrale, dont les coefficients sont des nombres fixés, il n’est pas 
nécessaire de scinder ainsi les opérations. Il convient de trouver 
tout d’abord les trois directions principales perpendiculaires deux 
à deux de la surface puis d'orienter suivant ces directions les nou- 
veaux axes de coordonnées (la technique des calculs sera indiquée 
au n° 285). | 

280. Nous allons prouver à présent une égalité importante: 

C'=hs (23) 


(rappelons au lecteur que nous avons orienté l’axe Oz’ suivant la 
direction principale qui correspond à la racine À, de l'équation 
caractéristique, voir n°5 277 et 278). 

Pour nous convaincre de la véracité de l'égalité (23), cherchons 
les points d’intersection de l’axe Oz’ avec la surface donnée en uti- 
lisant d’une part l'équation (22) et d'autre part l'équation ini- 
tiale (1). 

En posant dans l'équation (22) x" = 0, y" — 0, nous trouvons 


C'®+L=—0. (24) 


Cette égalité définit la cote z” des points cherchés dans le nouveau 
système de coordonnées. Il peut se produire que nous trouvions à 
partir de l'équation (24) une valeur imaginaire pour z”; nous chan- 
gerons alors le signe de Z, (c’ est-à-dire que nous considérerons une 
autre surface) après quoi z” deviendra réel. On peut parfaitement 
remplacer L par une autre valeur pour la démonstration de l'équation 
(23) car la valeur de Z n'influe aucunement sur les transformations 
des autres termes de l'équation (1). 

Cherchons à présent les points d’intersection de l’axe Oz’ avec 
la surface considérée dans l'ancien système de coordonnées. La 


direction de l'axe Oz’ est définie par le vecteur a = {l, m, n} dont 
les coordonnées !, m, n satisfont au système (16) pour À — À. Pour 


—_— 
plus de commodité nous supposerons que le vecteur a est un vecteur 
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unitaire, c’est-à-dire que 
B+m+n=1. (25) 
Ecrivons les équations paramétriques de l’axe Oz’ {dans l’ancien 
système de coordonnées) | | 
tt, y=mit, z=ni. (26) 


Les trois équations scalaires (26) sont équivalentes à l'équation 
vectorielle | 

—> _ 

OM = ta, (27} 
où M est un point de coordonnées z, y, z. Etant donné que le vecteur 
a est un vecteur unitaire, il découle de l'équation (27) que { exprime 
la grandeur du segment OM sur l'axe Oz’. Mais la nouvelle cote du 
point M exprime la même valeur. Donc, 

2 lt. (28) 


. Pour trouver la valeur de { correspondant aux points d'intersec- 
tion de l'axe Oz” avec la surface donnée, remplaçons dans l'équation 
(1) z, y, z par leurs valeurs prises dans Îles égalités (26). Il vient 


(AZ + Bm? +.Cn? + 2Dlm +. 2Eln + 2Fmn) ® + L=0, 
soit 
[E(AI+ Dm + En) + m(DI+ Bm + Fn) +- 
+ n(El+ Fm+Cn)] {+ 2L—0. (29) 


À partir des équations (46) ou des équations (15) qui leur sont 
équivalentes, nous trouvons pour À = Às: 


AI + Dm + En= bal, 
DI + Bm+Fn= am, 
El+Fm+Cn= An. 
En transformant à l’aide de ces relations l'égalité (29), nous 
obtenons 
Aa (+ m?2+ nr?) 142 + L—0; 
d'où et en vertu de (25) 
hat? + L=0. (30) 


En vertu de (24), (28) et (30) il vient C' = 3, ce qu’il fallait 
démontrer. 
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Les coefficients A” et B”s "expriment de même. En effet, 4” 
coïncide avec la valeur de la racine de l’équation caractéristique qui 
correspond à la direction principale donnée au nouvel axe des abs- 
cisses, et B” coïncide avec la valeur de-la racine de l'équation caracté- 
ristique à laquelle correspond la direction principale donnée au 
nouvel axe des ordonnées. 

281. Supposons que dans l'équation (22) les coefficients 4”, 
B" et C” soient tous différents. Etant donné que chacun 
de ces coefficients est égal à une des racines de l'équation caractéris- 
tique, il.en résulte que toutes Les racines de l'équation caractéristi- 
que sont différentes. En numérotant comme il convient ces racines, 
nous aurons 4” = A4, B° — 2, C’ — À êt l'équation (22) prendra la 
forme | 


FLEURS TEEN AN (31) 


Réciproquement, s'il n'y a pas de racines égales parmi les 
racines À1, ho, Às, après réduction de l'équation (1) à la forme (22), 
tous les coefficients A”, B”, C” seront différents (en d'autres termes, 
il ne peut pas arriver que deux de ces coefficients coïncident avec la 
“même racine). Nous ne démontrerons pas cette réciproque. 

S'il y a deux racines égales parmi les trois racines A4, Ào, À, la 
troisième étant différente, nous aurons dans l’équation (22) deux 
coefficients égaux seulement, leur valeur commune étant égale à la 
valeur commune des racines qui coïncident. 

ÆEnfin, si À4 = Ào — As, nous aurons 4” = B°" = C" {= 14 = 
= À, = 3). Nous ne nous attarderons pas non plus à prouver-ces 
propositions. 

282. La circonstance suivante a une importance de principe: 
si la surface est centrale, c'est-à-dire si la condition 6 0 
est respectée, il n'y a pas de racines nulles parmi les raci- 
nes de son équation caractéristique. 

En effet, si nous remplaçons À dans l’équation caractéristique (17) 
par O0, nous aurons une fausse égalité, car nous aurons alors dans le 
premier membre de l'équation le discriminant de l'équation, c'est-à- 
dire 6, mais par hypothèse 6 -£ 0. Comme toutes les racines de l’équa- 
tion caractéristique sont différentes de zéro, il en découle que dans 
l'équation (22) aucun des coefficients 4”, B”, C'" ne peut être nul. 

283. Tout ce qui a été énoncé dans le présent paragraphe permet 
de tirer la conclusion générale suivante: une équation quelconque 
définissant une surface. du second degré peut être réduite par transfor- 
mation des coordonnées à la forme (22), ou, ce qui revient au même, 
à la forme (3), $ 72. Tous les coefficients de l'ensemble des termes du 
second degré seront différents de zéro. Par conséquent, tous les types 
possibles de surfaces du second degré ont été énumérés dans les $$ 72 
et 73. 
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284. Exemple 1. Soit l'équation 
1284 6y2+ 522 — 4xy — 4ys — 67 — 24y + 182418 —0, (32) 
Transformer le système de coordonnées de façon à réduire l’équation à sa plus 
simple expression ; établir le type et la position de la surface définie par l’équa- 
tion. donnée, j | | | 
. Solution. Nous avons déjà examiné cette équation dans l'exemple du 


n° 271. Elle définit une surface centrale, car ô - 0. Le centre est le point 
$(1, 2, —1). La transformation des coordonnées corréspondant au transfert de 


l'origine au centre est z = x + 1, y — y + 2, z —'z — 1; elle réduit cette 
expression à la forme : Fe : 


7x2 6ÿè+ 5324 À y — dy 7 —18—0 (33) 
(voir n° 271). Nous opérerons les simplifications ultérieures en suivant les 
indications données dans ce paragraphe. Formons tout d’abord l'équation carac- 
téristique (17). Il. vient : 
7—à —1 0 
— 2 6—X —2 |—0 
0 —2 5—X 
soit 
À 3— 1RA2 + J9Ù — 162 — 0. 
Les racines de cette équation sont À1—3, À2=6, À3—=9. 
LS à présent le système d'équations (16) correspondant au problème 
| (T—h)l—2m  =0, 
—21+ (6) m—2n —0, (34) 
—2m+(5—X)n =0, 


En posant dans les équations (34) À==A1=3, nous aurons 


4l— 2m=0, 
—21+3m—2n=0, 


On peut prendre, par exemple, en qualité de solution non nulle de ce système 
=1,m=—=2,n = 2. Par conséquent, la direction principale, qui correspond 
à la racine À = 3, est celle que détermine le vecteur a; — {1,2,2}. 

En posant dans les équations (34) À — À, = 6, nous aurons 

l—2m==0, 
—2m—n=0, 

On peut prendre en qualité de solution non nülle de ce système 1 — 
m=1,n= —2,. Par conséquent, la direction principale correspondant à 
racine À, — 6 sera celle donnée par le vecteur a2 = {2, 1, —2}. 

17—577 


2, 
} 
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Posant dans les équations (34) À — À; = 9, nous aurons 


—21—2m—0, 

—21— 3m—2nr—0, 

—2m—4n=0,. 
On peut prendre, par exemple, en qualité de solution non nulle de ce système 
l=2,m=——2,n=— 1. Par conséquent, la direction principale correspondant 


à la racine À; = 9 sera celle que détermine le vecteur as == 2, —2;1} 
| > + . 
Le produit scalaire des vecteurs a, a2, &3 nous permet de nous convaincre 
que chacun de ces vecteurs est perpendiculaire aux deux autres (aa: = 0, 


des = 0, ads = ù) (cette vérification est superflüe, car en vertu de ce qui 
a été exposé dans les $$ 279-281, lorsque toutes les racines sont différentes, 
la surface possède trois directions principales deux à deux perpendiculaires). 


: + + + : ; 
Dirigeons les nouveaux axes suivant les vecteurs a;, 4, as. Pour établir les 
formules de transformation des coordonnées, trouvons les vecteurs de la base de 
nouveaux axes: 


— 3 

"7 - . 2 2 à L 2 

[== 3873 , 
la | 

. a 2 2 À 

k'— 5 4. ——: F 
Las | 3 3 " 3 


On peut écrire tout de suite le résultat de la réduction de l'équation 
(33) par rapport aux nouvelles coordonnées [voir n°281, équation (31)1: 
3x3 6y'2+ 92/2180, 

soit 
æ'3 y"? 2'2 _; 
26 eg ET 
Ainsi donc l'équation (32) définit un ellipsoïde dont les demi-axes sont: 


a = V6, b = V3,c— V2. Le centre de cet ellipsoïde a pour anciennes coordon-: 
nées (1, 2, —t)}, les directions des axes sont définies par les vecteurs unitaires 
suivants n 


$ 80] Réduction de l'équation d'une surface centrale du second degré 259 


3 
S _[2 2 1 
{3-53} 
Exemple 2. Soit l'équation 
my + 22 À 4ry— Brz —Ayr +6=0. (35) 


Transformer le système de coordonnées de façon que l'équation donnée 
soit réduite à sa plus simple expression. Etablir le type et la position de la sur- 
face définie par cette équation. | 

Solution. Calculons le discriminant de l'équation donnée 


1 2 —4 
ô—=| 2 —2 —2|5,4, 
He 1 


Etant donné que ô Æ 0 NE Pr donnée définit une surface centrale ; 
étant donné que cette équation a la forme (1) $ 80 (et ne contient pas de termes 
du premier degré) le centre de la surface se confond déjà avec l'origine des coordon- 
nées. I1 ne nous reste donc plus qu'à effectuer la rotation des axes de coordonnées. 
Formons l'équation caractéristique (17). Pour le cas qui nous intéresse, nous 
aurons 


1—À 2 —4 
2 —2—À —2|—=0 
—4  —2 1—À 
ou 
Les racines de cette équation sont À1-= — 3, Ào= —3, À:3=6. Formons 
à présent pour ce problème le système d'équations (16) : 
(4— À) LL 2m—4n—0, 


21— (244) m—2n=0,. (36) 
—41—2m+({—1) n=0. 
En posant dans l'équation (36) À === 2 —3, nous aurons 
&l+2m—An—=0, 
214m—2n—=0, 
—4]—2m+äAn=0. 


Nous voyons que ces équations sont identiques. Nous pouvons donc 
choisir pour !, m, nr des nombres arbitraires à condition que 


214 m—Qn—0, (37) 


Par conséquent, lorsque deux racines sont égales À4 = À2 = —3, nous 
aurons une infinité de directions principales (voir n°5 279-281); nous devons 
prendre nn Ms quel couple de solutions de l'équation (37), maïs de façon 
qu'elles satisfassent à la condition de perpendicularité; prenons, par exemple, 
l=1,m—2n—2etl=2,m——2,n=î, 


17% 
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pu obtenons ainsi deux vecteurs orthogonaux & — {1, 2, 2} et = 
— {2, —2,1} Lars ui: a deux directions principales correspondant aux 
ee égales 

Posant enfin ré les Equations (36). À — À3 = 6, nous aurons 


— 514 2m —4än=0, 
21—8m—2n—0,: | 
— 4l— 2m—5n=0. 
On pour choisir en qualité de solution non nulle de ce système, par exem- 
ple,! = 2,m = 1,n = —2. Par conséquent, la direction principale, qui corres- 


pond à N racine À3 = 6, sera celle qui est définie par le vecteur a ag = {2,1,—2}, 
Il est facile de se convaincre que le vecteur a -as est perpendiculaire aux vecteurs 


LS 
ai et . 
Dirigeons les nouveaux axes suivant les directions principales, c'est-à-dire 


suivant les vecteurs a a, 1 pa Pour établir les formules des transformations 
des coordonnées trouvons les vecteurs de base des nouveaux axes: 


| as | 
gr. 3 2 1 _2 
las 9 à 3 


D'où ct en vertu de l’énoncé du n° 260, nous trouvons les formules cherchées 


L 5225.20 
L=RE LRU +=: 


= T 3 y 3 29 
2 - 2 


Conformément au n° 281, connaissant les racines As, +, Às, on peut 
écrire tout de suite le résultat de Ia transformation de l'équation (35) dans 
Je nouveau système. de coordonnées . 


—3x'2— 3y"2+ 67 2+16—0 
ou encore 


Ainsi donc l'équation donnée re un Sr rerie de révolution à une 
nappe dont les demi-axes sont « — V/2, b — V/2, c — 1 (voir n°03 244, 245). Le 
centre de cet hyperboloïde se trouve à l’ tr de l’ancien système de coordon- 


nées, la ne des axes est on n es vecteurs unitaires suivants 


| 313 Fr T3 3) ES 5 
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$ 81. RÉDUCTION DE L'ÉQUATION D'UNE SURFACE 
DU SECOND DEGRÉ À SA PLUS SIMPLE EXPRESSION 
POUR LE CAS OÙ 6=—0 


285. Si Ô — 0 le système d'équations définissant le centre (8), 
$ 79, sera soit incompatible, soit indéterminé. Au cas où ce système 
est incompatible, la surface n'a pas.de centre et il és! donc impossi- 
ble de simplifier son équation suivant le plan établi aux $$ 79 et 60. 

Pour réduire l'équation (4), $ 79, à sa. plus simple éxpression 
lorsque ô = 0, il est indiqué de commencer par ilarota- 
tion des axes de coordonnées. (l’origine restant 
immobile) et de simplifier avant tout l'ensemble des termes du 
second degré. Du point de vue purement algébrique, ces iransforma- 
tions ne se distinguent .en rien de celles que nous avons effectuées 
lorsque nous avons simplifié l'ensemble des termes du second degré 
de l'équation (1), $ 80. Après simplification, l’ensemble des termes 
du second degré prendra la forme 


MT? + y 5 + az, 


où À os, À sont les racines de l'équation caractéristique, et x’ 
y’, z' les nouvelles coordonnées variables. Cependant, à l'inverse de 
ce que nous avions pour une surface centrale, au moins une des raci- 
nes A4, À, À sera nulle. En effet, si nous remplaçons À par zéro dans 
l'équation caractéristique (17), s 80, cette équation sera une égalité. 
juste, car elle aura pour premier membre le discriminant de l'équa- 
tion, c'est-à-diré Ô ; or, par hypothèse 6 — 0. Soit, par exemple, 
ka = 0; alors, après simplification, l’ensemble des termes du second 
degré sera de la forme 


Ar y"? 


L’équation tout entière dans le nouveau système de coordonnées 
prendra la forme 


Aux? + hoy"3 +. 2G'x + 2H'y" + 2K'2 + L'=0. (1) 


Les simplifications ultérieures de l'équation seront obtenues par 
translation des nouveaux axes de coordonnées. Après une 
translation judicieuse des axes, l’é équation (1) sera ramenée à une 
des plus simples expressions énumérées aux $$ 74 et 79. Le meilleur 
est de montrer en quoi consiste cette transformation sur un exemple 
concret. | | 


Exemple. Réduire à sa plus simple expression l'équation 
222 + 2y2 4 822 4xy + 222 + 2yz— 4x + Gy — 224 3—0 (2) 
et établir le type de surface qu'elle définit. 
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Solution. Calculons le discriminant de l’équation 
2 2 1 
0—|2 2 1|—0. 
1 1 3 
Etant donné que Ô = 0, la surface envisagée n’a pas de centre et nous 


commencerons par simplifier l'ensemble des termes du second degré. 
Composons le système de l'équation caractéristique 


2—h 2 1 
2 2—h 1 =0 
1 { 3— À 


ou | 
ÀAS— 7A2 +101 —0, 
Les racines de cette équation sont Ài—2, À2=—5, À3—0. Formons pour 
le problème donné le système d’équations (16) $ 80: 
(2— À) l+t2mn=0, 
21+H(2—X) m+n—0, (3) 
lbm+(3—À) n —0. 
Substituons dans les équations (3) À—Ày—2, nous aurons 


2m + n = 0, 
21+n—=0, 
ltmtn=0. 
En qualité de solution non nulle de ce système on peut prendre, par exemple, 


l=1,m=îiÂ,nr—= —2; nous aurons en conséquente le vecteur & = (1,1, —2} 
En posant dans les équations (3) À = À2 — 5, nous aurons 


—3l+2m+n—=0, 
21—3m+n=0, 
lkim—2n=0. 


En qualité de solution non nulle de ce système on peut prendre, par 


exemple, {—1, m—1;, n—1Â, ce qui nous donne le vecteur a2—4{1, 1, 1}. 
Substituons dans les équations (3) À —A3=0, nous aurons: 


21+2m+n—=0, 
214 2m+n=0, 
ltm+in=0,. 


En qualité de solution non nulle de ce système on peut prendre, par exemple, 
= {,m=—= 1,n = 0,ce qui nous donne le vecteur ds = (1, —1,0}. En pre- 
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u . : > + —+ : | 
nant les produits scalaires des vecteurs &, a, as deux à deux, nous pourrons 
+ —> 


+ —> + — 
nous. convaincre que &is — 0, œaz = 0, a2aœ3 —0; autrement dit, chacun de 
ces vecteurs est perpendiculaire aux deux autres. 


La e . LI > —+ > # . 
_ Dirigeons les nouveaux axes suivant les vecteurs a;, a2, as. Pour établir 
les formules de transformation des coordonnées, cherchons les vecteurs de base des 
nouveaux axes : 


Du _f 41 1 2 
_—.. 1 4 1 
j'= &o = : CH 1 


+ a 1 1 : 
k'— + Æ 4, ——;) 0} ; 
las (7 V2 


4 1 4 
VE vs" 72 
1 LA 1 U Î / 
= —— J'——> 1), 
: V6 73? V2 
RTS 
Br Tor = 
V6 F3 


Connaissant les racines de l'équation caractéristique, nous pouvons écrire 
tout de suite le résuitat de la transformation de l’ensemble des termes du second 
degré de l’équation (2) dans le nouveau système de coordonnées, ce qui nous 
donne 2x’ + 5y’%. Nous écrirons les autres termes de l'équation (2) dans le 
nouveau système de coordonnées en profitant des formules précédentes: 


— 4 + 6y— 2348 = 1/62" —5 9/23’ +3, 


Par conséquent, l'équation de la surface donnée dans le nouveau système 
de coordonnées prend la forme 


2x"? + 52 + V6x"—5 1/2: ne 3 —0, 


ou, après regroupement des termes 


2 (re rc s') +5y2—5 1/2: +8 0. 


__ En mettant les expressions entre parenthèses sous forme de carrés par- 
faits, nous obtenons 


(e6)" aus va (ef) 0 
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Effectuons à présent la translation des axes de façon que les coordonnées 
se transforment suivant les formules 


ms — VE Ù 
y'=y", 
= 2 9 V2 


Nous avons obtenu la forme la plus simple de l'équation de la surface 
donnée 


2234 5y°2— 5 1/25" —0, 
soit 
5/22" = 22" + 5y"2. 


Conformément au n°252, nous concluons : la surface donnée est un para b o- 
loïde elliptique. 


APPENDICE 


ÉLÉMENTS DE THÉORIE. DES DÉTERMINANTS 


$ 1. DÉTERMINANTS DU DEUXIÈME ORDRE ET SYSTÈMES 
DE DEUX ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ À DEUX 
| INCONNUES 


1. Soit le tableau carré de quatre nombres &, a, b;, b.: 
a ds 
1 U | cn 
Le nombre ab; — ab, est appelé déterminant du deuxième ordre 
correspondant au tableau (1). Ce déterminant est désigné par le 


di Vs 
symbole * nous avons donc : 
@2 De 
ne 9 
= Œibs — 02b1. 
do bo 172 271 ( ) 


Les nombres a;, @>, b1, b, sont appelés éléments du déterminant. 
On dit que les éléments :, b: appartiennent à la diagonale principale 
du déterminant et les éléments a>, b4 à la diagonale non principale. 
Par conséquent, un détérminant du deuxième ordre est égal à la diffé- 
rence des produits des éléments de la diagonale principale et de la dia- 
gonale non principale. 

Par exemple, 


|[—2 5 

| 4 3 

2. Indiquons comment on applique les déterminants du deuxième 

ordre dans la discussion et la solution d'un système de deux équa- 

tions du premier degré à deux inconnues. 
Soit le système d'équations 

at+ biy=h, | 

Got + boy = he, 


= —2.3—(—4).5—14. 


(3) 


dént les inconnues sont x et y (les coefficients a, b1, a, b, et les 
seconds membres k,, k: sont supposés donnés). Le couple de nombres 
Zo, Yo est appelé solution du système (3) si ces nombres satisfont au. 
système (3), c'est-à-dire si en remplaçant les lettres x, y respecti- 
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vement par les nombres x,, 7, nous faisons de chacune des équations 
(3) des identités arithmétiques. 

Cherchons toutes les solutions du système (3). Nous en ferons la 
discussion parallèlement, c'est-à-dire que nous établirons dans quels 
cas lé système (3) n’a qu'une seule solution, dans quels cas il en a 
plus d'une et dans quels cas il n’a aucune solution. Nous userons du 
procédé, bien connu, d'élimination des inconnues. Multiplions tous 
les termes de la première équation par b:, ceux de la deuxième par 
—b, et additionnons membre à membre les deux équations obtenues. 
L'inconnue y se trouve ainsi exclue et nous obtenons: 


(162 QE Gob:) = boh: — bihs. (4) 


De même, en éliminant du système (3) l’inconnue x nous trou- 
VONS : 


(ab — abs) y = aihe — ah. (9) 
Introduisons les désignations suivantes : 
re ai bi À 
A be | 
h, b, 
= { 
À> ho be Ù { (6) 
. (44 h; | 
Ay = , 
- Az he J 
On pourra alors écrire les équations (4) et (5) comme suit: 
Ax= As, Acy=Ay. (7) 


Le déterminant À, composé des coefficients des inconnues du 
système (3), est appelé déterminant du système. Le déterminant A, est 
obtenu en remplaçant les éléments de la première colonne du déter- 
minant À par les seconds membres du système (3); le déterminant 
À, est obtenu en remplaçant par ces seconds membres les éléments 
de la deuxième colonne du déterminant A. 


Supposons À -£ 0. Cette condition étant remplie, nous obtien- 
drons à partir des équations (7) 


y 
TONER 
ou en développant 
hi bi ay À; 
_| ho be _|ææh 
an Vas] ” 
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Ces formules donnent évidemment la solution du système déduit 
(7). Ce sont elles également qui donnent la solution du système d’ori- 
gine (3). 

Pour nous én convaincre, il convient de remplacer les inconnues 
æ et y dans les premiers membres des équations (3) par les formules 
(8); après cette substitution (en développant les déterminants 
À, À,, À, et effectuant quelques opérations élémentaires) nous 
trouvons que le premier membre de la première équation (3) est 
égal au nombre h, et le premier membre de la deuxième équation (3) 
au nombre }:, ce qui signifie que la formule (8) donne la solution 
du système (3). | 

- D'après ce que nous venons d'énoncer, nous pouvons émettre 
la proposition suivante: si le déterminant À du système (3) n'est pas 
nul, ce système a une solution unique déterminée par les formules (8). 

3. Supposons à présent que À = 0. Si de plus l’un quelconque des 
déterminants À,, À, est différent de zéro, le système (3) n’a pas de solu-. 
tion (on dit que les équations de ce système sont incompatibles). 

En effet, si À — 0, mais ne serait-ce que l’un des déterminants 
À, À n’est pas nul, une au moins des égalités (7) est impossible, 
c'est-à-dire que le système (7) n’a pas de solution. Mais dans ce cas 
le système (3) n’a pas de solution non plus, car le système (7) découle 
du système (3) et, par conséquent, chaque solution du système (3) 
serait également une solution du système (7), si une telle solution 
existait. | 

Si A — 0 et en même temps À, = À, = 0, le système (3) possède 
une infinité de solutions (dans ce cas une des équations du système 
découle de l’autre). | 

En effet, si À = À, = À, = 0, c'est-à-dire si 


CAUE — Gb, = 0, Gi re Goh: = 0, biho op boh: = ÙÜ, 


les coefficients des inconnues et les termes constants de ces équations 
sont proportionnels. Cela signifie précisément qu'une des équations 
du système est obtenue en multipliant tous les termes de l’autre 
équation par un facteur commun, ce qui signifie qu'il n’y a dans ce 
système qu'une équation substantielle, par exemple a,x + by = ha, 
et que la deuxième n'est qu'une conséquence de la première. Mais 
une équation de forme a;xz + biy — h; possède toujours une infinité 
de solutions, puisque l’on peut donner à l’une quelconque des incon- 
nues z ou y des valeurs numériques arbitraires, en définissant Ja 
deuxième à partir de l'équation (par exemple, si bi O0, nous 
pouvons en choisissant x de façon arbitraire déterminer y d'après 
la formule ÿ = ES 

Remarque. On a supposé durant ces raisonnements que 
chaque équation du système possède une solution. Si on prend éga- 
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lèment en considération des systèmes comportant des égalités contra- 
dictoires l'affirmation énoncée ne sera pas vraie. Par exemple, le 
système 

Ox+0.y—1 

Ocxz+0.y—1 
vérifie les conditions À = 0, A, = 0, À, = 0 mais toutefois n'admet 
aucune solution. | | 

4. Ainsi donc, si le déterminant du système (3) n'est pas nul 

(A =Æ 0), le système possède une seule solution (déterminée par la for- 
mule (8)}, si À = 0,.le système a soit une infinité de solutions, soit 
aucune. 


Exemple 1. Trouver toutes Îces solutions du système 


Jr + 4y = 2, 
2x L3y=7. 
Solution. Calculons le déterminant du système 
3 4 
A = 2 3 =3.3—2.4—1, 


‘Etant donné que A 0, le système possède une seule solution définie 
par les formules (8). Trouvons A; et A, : 


124 : 
Ax= | Fa [= 23—4Te — 22. 
3 2 
Ay= 9 7 [ee 8-7—2.2—17. 
D'où 
Ax _ —22 Ay 17. 
D LE RSR 
Exemple 2. Trouver toutes les solutions du système 
3x + 4y = 1, 
6x + 8y = 3. 


Solution. Calculons le déterminant du système : 
34. 
a=f54[-26 600 
Etant donné que À — 0, le système considéré possède soit une infinité 
de solutions, soit aucune. Pour établir quelle est celle des deux éventualités 
qui est la vraie en l'occurrence, trouvons A, et À, : 


y = 


14 
[m8 12 —_à, 


341. 2. 
a=| 3 1=9—6—3. 
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Etant donné que À = 0, mais A, 0et À, 0, le système donné n’a 
pas de solution. | | 

Remarque. On peut aboutir directement à la même conclusion en mul- 
tipliant tous les termes de la première équation par 2 et en la soustrayant mem- 
bre à membre de la deuxième équation. Nous obtiendrons 0 = 1, c’est-à-dire une 
égalité contradictoire. Par conséquent, les A etre données sont incompatibles, 

Exemple 3. Trouver toutes les solutions du système 


.Br+ä4y=t, ) 
Solution. Les coefficients de x et y sont les mêmes que dans l'exemple 
2. Donc À = O0. Par conséquent, le système donné a soit une infinité de solu- 
tions, soit aucune. Mais il est facile de remarquer que la deuxième équation dé- 
coule de la première (par multiplication de tous les termes de la première équation 
par 2). Par conséquent, étant donné que le système se réduit à une seule équation, 
il possède une infinité de solutions. Nous les trouverons en donnant à + des va- 
Jeurs numériques arbitraires et en définissant les. valeurs correspondantes de 
g par la formule 
_1—3x 
= ——. 


9, Examinons en particulier un système de deux équations 
homogènes à deux inconnues 


aix + biy = 0, 0 
Q2z + boy = 0, C ) 


c'est-à-dire un système d'équations dont les seconds membres sont 
nuls. 

Il est évident qu'un tel système possède toujours une solution 
banale: x — 0, y = 0. Si A -£ 0, ce système possède en plus de sa 
solution banale une infinité d’autres solutions (étant donné que pour 
un système homogène la possibilité de l'absence de solution est 
exclue). On pourrait formuler ces mêmes conclusions comme suit : 
le système homogène (9) n'a une solution non nulle que si À = 0. 


$ 2. SYSTÈME HOMOGÈNE DE DEUX ÉQUATIONS 
DU PREMIER DEGRÉ À TROIS INCONNUES 


6, Examinons un système de deux équations homogènes 
ax + by +c;z = 0, l 


a2t + boy + CZ == 0 (1) 
à trois inconnues x, y, Z. Supposons que 
ai b: 
, (2) 
2 
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Mettons le système (1) sous la forme 


Qt + by = — C2, | 
Got + Doy =: — C2 


(3) 


et supposons qu'une certaine valeur numérique est assignée à l’in- 
connue z. Pour une valeur déterminée de z, le système (3) possède 
une solution unique que nous obtiendrons en appliquant les formules 


(8), $ 1: 
— C3 b, 
ST: | a, | 


= 


a 


(4) 


Les nombres x et y avec Le nombre z constituent la solution du sys- 
tème (1); les valeurs différentes des solutions numériq ues du système (1) 
correspondent aux différentes valeurs numériques de z (le système (1) 
possède une infinité de solutions, puisque z a été choisi de façon 
arbitraire). 

Donnons une forme plus commode aux formules (4). Remarquons 
tout d’abord que 


b, « 
bo Co 


y — 012 &i C:t 


Ga Col 


—— 123 b, 


EPihatst 
ee 


— Co2 b, An —Coz 


En nous basant sur ces égalités, nous pouvons transcrire les formules 
(4) comme suit : 


by © ay C1 
_. Lôz Co _ az C2 
FT Ta ul JT a; bi 6) 
do Do o bo 
Introduisons les désignations : 
b, C: &i Ci ü:; b;, 
A = Ds = : = (6) 
Do Co fl Co &s bo 
Nous avons à présent, en vertu des formules (5), 
Dies Eee ht 7 
TZ — Ag ’ y ee A3 * ( ) 
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Désignons — par {. Dans ce cas z— A,-f, et, en vertu des for- 
mules (7), æ : y S *exprimeront par les épalités : 
t—=A;,"ké, = — {ot 


Ce qui nous donïe les formules 
At, y=—At, .z= As (8) 


qui déterminent toutes les solutions du système (1) (chaque solution 
est obtenue pour une valeur définie de t). 

Pour la pratique des calculs, il est utile de remarquer que les 
déterminants A4, A», A3 sont obtenus en supprimant, tour à tour, 
les colonnes du tableau 

( b, 4 
@> Da Co] 


7. Les raisonnements précédents découlaient de la supposition 
que A2 0 (voir inégalité (2). 

Dans le cas où A3 — 0, mais l’un quelconque des déterminants 
Au, A2 n'est pas nul, les raisonnements seront les mêmes que précé- 
demment, à part l'interversion des rôles des inconnues (si, par exem- 
ple, A 0, c'est à y que l’on assignera des valeurs arbitraires, 
zx et z étant déterminés à à partir des équations du système). Le résul- 
tat final est le même, c'est-à-dire que toutes les solutions du système 
sont fournies par les formules (8). 

Si les trois déterminants A;, A», A, sont nuls, c'est-à-dire si 


DiCz— Docs 0,  Gico— ax; = 0,  aibs—biaz = 0, 


les coefficients du système (1) sont proportionnels. Dans ce cas, une 
des équations du système découle de l’autre : l'une des équations est 
obtenue en multipliant tous les termes de l’autre par un facteur nu- 
mérique. Ainsi donc, si A4 — 0, As — 0, A3 = 0 le système se 
réduit, en fait, à une seule équation. Un tel système a, de toute évi- 
dence, une infinité de solutions : pour en trouver une, il convient de 
donner à deux inconnues des valeurs arbitraires et de trouver la troi- 
sième à partir de l'équation. 


Exemple 1. Trouver toutes les solutions du système : 


3x + 5y+8z—0, 
72 + 2y +43 = 0. 


Solution. En vertu du n° 6, nous avons 
A1=4 Ap=—44, Ag=—29. 
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Toutes les solutions de ce système sont fournies par les formules 
z—4l, y—4hñt, 2—=—29 1, 


où t est arbitraire. 
Exemple 2. Trouver toutes les solutions du système 


3x + 2y —3z—0, } 
Gx + 4y — 6z —0. 

Solution. Nous avons Ai = 0, A, — 0, A3 = 0. Le système ne com- 

prend qu’une équation substantielle (la deuxième est obtenue en multipliant 


tous les termes de la première par 2). Toute solution du système est composée 
de trois nombres x, y, z dont deux, z et y, sont arbitraires et 


Sz + 2y 
en 


$ 3. DÉTERMINANTS DU TROISIÈME ORDRE 
8. Soit le tableau carré de neuf nombres «a, a, 43, b1, Da, ba, 
Ci, Ca, Ca? 
fa; bi c: 
da 3; C3 


On appelle déterminant du troisième ordre correspondant du tableau 
(1) {2 nombre désigné par le symbole: 


a bi C1 
& D2 Co 
az Ds C3 
et défini par l'égalité 
ai b, €: 
Ga Da Col dibacs + bicoas + Cia2b3 — cibons — biascs — aiCobs. (2) 
A3 Ds Ca 


Les nombres a, @o, ds, bi, D, ba, C1, Co, €3 sont appelés éléments du 
déterminant. Les éléments a:, b2, c: sont disposés sur la diagonale 
principale du déterminant, les éléments as, b2, c, constituent sa 
diagonale non principale. 

Attirons l'attention du lecteur sur le fait que les trois premiers 
termes de la somme figurant au second membre de l'égalité (2) 
sont les produits des éléments du déterminant pris comme indiqué 
par les différents traits pointillés sur Le schéma ci-dessous à gauche. 
Pour obtenir Les trois autres termes de la somme figurant au second 
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membre de l'égalité (2) il faut prendre les produits des éléments du 
déterminant comme indiqué par les différents traits pointillés de 
la partie droite du schéma et changer ensuite le signe de chacun des 
produits obtenus. 


QG b, C\ Gr. b, Cs 
\. ; re ; \ LA se, /° + ré 
\, + °° N \N Fe Pd …, = \ d 
Ê EN AN \ Ps "« 

.° . ù s cé » ? \ ss 
a; / be. ts = -C2 2 Le  . LE \ Ce 
a ct AK . à Des = : | 
FA > 2 : 2 DA Pi f 4. A % 

# 24 LS v., »° = 
(CE bs G Ze b; vo C7 


La règle que nous venons d'indiquer, appelée règle du triangle 
ou règle de Sarrus, permet d'écrire sans difficultés la formule (2) 
ainsi que de calculer un déterminant du troisième ordre dont les 
éléments numériques sont donnés (sans écrire au préalable la formu- 
le (2)). | 

Par exemple, 

3 —2 A | 
> 4 à =3.1.(—2)+(—2).3.2+(—2).0.1—2.1.1 — 


2 opg2l —30-3—(—2)-(—2)-(—2)= —12. 


9. Les déterminants sont largement appliqués tant dans les ma- 
thématiques que dans leurs applications. Nous donnerons, par la 
suite, l'application des déterminants du troisième ordre pour la dis- 
cussion et la solution des systèmes de trois équations du premier 
degré à trois inconnues. Mais nous devons pour cela prendre connais- 
sance de certaines propriétés des déterminants. Le numéro suivant 
donnera une série de propriétés importantes des déterminants. Nous 
donnerons toutes les explications à propos des déterminants du troi- 
sième ordre ; il faut cependant avoir en vue que ces propriétés sont 
caractéristiques pour les déterminants de tous les ordres (nous don- 
nons un aperçu des déterminants d'ordre supérieur à trois à la fin 
du présent appendice). 

10. Propriété 1. La valeur du déterminant ne change pas si 
l'on remplace toutes ses lignes par ses colonnes, à condition que la pre- 


mière ligne soit remplacée par la première colonne et ainsi de suite, 
c'est-à-dire 


dy Di C Gi do 3 
ü> D2 Col =|0, be Dsl. (3) 
az O3 C3 C1 Ca C3 


18—577 
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Cette propriété peut également être exprimée comme suit: 
l'on intervertit les éléments du déterminant disposés RE 
par rapport à la diagonale principale, la valeur du déterminant 
demeure inchangée. . 

Il suffit pour prouver cette propriété d'appliquer la règle du 
triangle aux deux membres de l'égalité (3) et de comparer les résul- 
tats obtenus. 

Remarque. La propriété 1 signifie que les lignes et les colon- 
nes du déterminant sont à parité égale, c'est pourquoi il suffira de 
prouver les propriétés se rapportant aux lignes et aux colonnes seule- 
ment pour les lignes ou seulement pour les colonnes. 

Propriété 2. La permutation de deux lignes ou de deux 
colonnes équivaut à la multiplication du déterminant par —1. 
Par exemple, 


&i b, €: Ci b: &! 
‘T@ bo Ca == —| Co Do d2|. (4) 
az bg Cs C3 Ds Gs 


Pour démontrer cette propriété, il suffit d'appliquer la règle de 
Sarrus aux. membres de l'égalité (4) et de comparer les résultats 
obtenus (on établit de même des égalités analogues pour les permu- 
tations des autres lignes du déterminant). 

Propriété 3. Si un déterminant comprend deux lignes iden- 
tiques ou deux colonnes identiques il.est égal à zéro. | 

En effet, soit À un déterminant quelconque comprenant deux 
colonnes identiques. Si nous intervertissons l’ordre de ces colonnes, 
le déterminant changera de signe en vertu de la propriété 2. Mais 
d'autre part, étant donné que les colonnes interverties sont identi- 
ques, leur permutation ne peut modifier le déterminant. Par consé- 
quent, À — — À, c'est-à-dire ZA — 0 et A — 0. 

Par exemple, 


3 3 17 
5 5 8|—0. 
77 9 


Propriété 4. La multiplication de tous les éléments d'une 
colonne ou d'une ligne par un nombre quelconque k équivaut à la mul- 
tiplication du déterminant par k. 

Cette propriété peut être énoncée comme suit: on peut faire 
sortir du déterminant le facteur commun des éléments d'une colonne 
ou d'une ligne. 
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Par exemple, 


ka bi c: ai bi € 
ka ba Co | — k (D) bs Col. 
ka3 ba C3 &3 D: Ca 


Pour démontrer cette propriété il suffit de remarquer que le dé- 
terminant est une somme dont chaque terme a pour facteur un élé- 
ment nd ligne et un élément de chaque colonne (voir formule 
(2), n° 8) 

Propriété 5. Si tous les éléments d'une colonne ou d’une 
ligne sont nuls, le déterminant est nul. 

Cette propriété est un Cas particulier de la précédente (pour k — 0). 

Par exemple, 


14 0 5 
3 0 8|—0. 
1 0 2 


Propriété 6. Si les éléments correspondants de deux lignes 
ou de deux colonnes sont proportionnels, le déterminant est nul. 

Cette propriété découle des propriétés 4 et 3. En effet, si les élé- 
ments de deux colonnes du déterminant sont proportionnels, on ob- 
tient les éléments de l’un en multipliant les éléments de l’autre par 
un certain facteur commun. En mettant ce nombre en facteur nous 
obtenons un déterminant ayant deux colonnes identiques et donc nul 
én vertu de la propriété 3. 

Par exemple, 


8 4 7 4 4 7 
10 5 91-215 5 9|—-0,. 
6 3 11 3 à 11 


Propriété 7. Si chaque élément de la n-ième colonne ou de 
la n-ième ligne d'un déterminant est la somme de deux termes, le déter- 
minant peut être représenté comme la somme de deux déterminants 
dont l'un aura pour éléments de la n-ième colonne (ou de la n-ième 
ligne) le premier des deux termes de cette somme, et le deuxième, dans 
la n-ième colonne (ou la n-ième ligne) les deuxièmes termes de cette 
somme, les autres lignes et les autres colonnes des deux déterminants 
restant identiques. 

Par exemple, 


a +a bi a, bi € a bd c 
» # La : 
a+ as Vs Ca a, Ds Cs a, D3 Cs 


18% 
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Pour démontrer cette propriété, il suffit d'appliquer la règle du 
triangle aux déterminants des deux membres de l'égalité et de com- 
parer les résultats obtenus. | 

Propriété 8. Si l'on ajoute aux éléments d'une colonne ou 
d'une ligne les éléments correspondants d'une autre colonne ou d'une 
autre ligne, multipliés par un facteur quelconque, la valeur du déter- 
minant ne changera pas. | 

La propriété 8 découle des propriétés 7 et 6. Montrons-le par un 
exemple. Supposons qu'on ait ajouté aux éléments d’une colonne 
les éléments d’une autre colonne multipliés par un certain nombre k. 
En vertu de 7 nous avons: 


a+kb bi cl la à c kb, bi c: 
a+ kbz V2 Cal —|a2 b2 C2l+|kb2 ba c2|. 
as kbs bs cs aa bg Cs kb; bs cs 
Le deuxième déterminant a deux colonnes proportionnelles. 
Donc, en vertu de la propriété 6, il est nul. Nous trouvons l'égalité 
ai + kb: b; Ci €! b, Ca 
do + Kb bo Co — ds Do Co 
a3+kbs Ds cs as Ds Cs 
qui exprime précisément la propriété du déterminant que nous avons 
énoncée. 


Les autres propriétés des déterminants sont liées à la notion de 
complément algébrique et de mineur. 


$ 4 COMPLÉMENTS ALGÉBRIQUES ET MINEURS 
11: Considérons le déterminant 


di di ci 
A=|a 3 ©]. (1) 
az ba C3 
Par définition (v. n° 8), 
À = QiboCs + Dicota + Cidoba — ciboasz — bases — aicobs. (2) 


Rassemblons ici les termes contenant le même élément du déter- 
minant et prenons cet élément pour facteur, la quantité restant entre 
parenthèses est appelée complément algébrique de cet élément. Nous 
désignerons le complément algébrique d’un élément par une lettre 
majuscule de même nom et portant le même indice que l'élément con- 
sidéré. Ainsi le complément algébrique de l'élément a; sera désigné 
par À,, celui de b;, par B. et ainsi de suite. 
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Propriété 9. Le déterminant est égal à la somme des pro- 
duits des éléments d'une colonne (ou d'une ligne) quelconque et de leurs 
compléments algébriques. 

Autrement dit, les égalités suivantes 


A = a;4; + a242-+ as5Âs, A= &A;+ biBi+ ci, (3) 
A == 04B3 + b2B2 +- baB3, A = 4242 + b2B2+ C0 (4) 
A = CiCi + co + Cala À = a3A3+ b3B3+ cs a, (5) 
sont vraies. 
Pour démontrer, par exemple, la première de ces égalités il suffit 
d'écrire le deuxième membre de la formule (2) sous la forme 
À = 44 (b2Cs — b3C2) + az (Bac: — bic) + 43 (b1C2 — bacs) ; 
les grandeurs entre parenthèses sont les compléments algébriques 
de &1, @, as, c’est-à-dire 
Docs — bac À; bye — bia A2;  Dica — Dici = As. 
D'où 
À = &iÂi + a242 + a3À3, 
ce qu'il fallait démontrer. Les autres équations (3-5) se démon- 
trent de façon analogue. On appelle les formules (3-5) développe- 
ment du déterminant suivant les éléments de telle colonne ou de telle 
ligne (la première formule donne le développement suivant les élé- 
ments de la première colonne, etc.). 
12. On appelle mineur d’un élément quelconque du déterminant 
le déterminant obtenu en supprimant dans le déterminant donné 


la ligne et la colonne à l'intersection desquelles se trouve l'élément 
considéré. Par exemple, l'élément a, du déterminant À a pour mi- 


bac + C4 Lé È # 
neur le déterminant | ll le mineur de l'élément b, sera le déter- 


minant 


22 | , etc. 
&sC3 
l s'avère que Le complément algébrique de tout élément du déter- 
minant est égal au mineur de cet élément pris avec le signe qui lui 
est propre si la somme des indices de la colonne et de la ligne de l'élé- 
ment considéré est un nombre pair et avec le signe contraire si c’est 
un nombre impair. Pour se convaincre de la justesse de cette pro- 
position le lecteur doit examiner les compléments algébriques de 
tous les éléments du déterminant et les comparer aux mineurs. 

Ce que nous venons d'énoncer facilite considérablement l’utili- 
sation des formules (3-5), car cela permet de poser les compléments 
algébriques des éléments du déterminant en regardant purement et 
simplement ce déterminant. Il est utile ce faisant d’user du schéma 
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suivant : 


Î+ — + 


où le signe indique la place des éléments dont les compléments 
algébriques sont égaux aux mineurs pris avec leur propre signe. 


Exemple. Calcuier le déterminant 


2 4 6 
A=]|5 12 19|, 
3 9 17 


en le développant suivant les éléments de la première ligne. 
Solution. | 


12 19 o 19 5 12 
+6|: 


g 17 3 .17 3 9 


Remarque. On peut simplifier le calcul du déterminant en effectuant 
le développement suivant les éléments d’une ligne ou d’une colonne si on a préa- 
lablement transformé le déterminant à l'aide de la propriété 8. En multipliant 
les éléments d'une ligne ou d’une coïonne par un facteur quelconque et en ajou- 
tant ensuite le résultat à une autre ligne ou à une autre colonne, nous obtiendrons 
un déterminant égal au déterminant donné ; un choix judicieux du facteur permet 
de faire en sorte qu'un des éléments du déterminant obtenu soit nul. Une double 
application de cette opération peut donner un déterminant égal au premier dont 
deux éléments seront nuls dans la même ligne ou la même colonne. En calculant 
le déterminant par développement suivant les éléments d'une ligne ou d’une 
colonne il ne nous restera plus qu’à calculer un seul mineur car les deux autres 
seront multipliés par des éléments égaux à zéro. Ainsi, par exemple, pour calculer 
le déterminant donné dans l'exemple précédent, transformons-le comme suit: 
ajoutons aux éléments de sa deuxième colonne les éléments de la première multi- 

liés par —2, puis ajoutons aux éléments de la troisième colonne les éléments de 
a première multipliés par —3. Il vient | | 


a 2. 4 8. 


2 D O| 
A=!5 2 4 
3 3 8 
En développant suivant les éléments de Ia première ligne nous trouvons 
2 4 5 4! 15 2 
Ets 8[ 03 8 +0, a[T$ 


13. Nous allons énoncer à présent plusieurs propositions impor- 
tantes pour la résolution et la discussion d'un système d'équations 
du premier degré à trois inconnues *. 


* Des propositions analogues se rapportant aux déterminants d'ordre 
supérieur sont utilisées pour la résolution et la discussion des systèmes d'équa- 
tions du premier degré à r inconnues, 
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Soit le déterminant 
di bi €: 
A=|a b2 ©. (1) 
ds Ds C3 
= Développons-le suivant les éléments d’une ligne ou d’une colonne, 
par exemple suivant les éléments de la première colonne 
A = 4143 +- d242 + asds. (6) 


Remplaçons dans le deuxième membre de cette égalité les nombres 
Gi, Go, 3 PAT des nombres quelconques A1, h2, h:; le deuxième 
membre de l'é égalité (6) sera alors le développement suivant les élé- 
ments de la première colonne du déterminant que l’on obtient 
à partir du déterminant donné en remplaçant les éléments de sa 
première colonne par les nombres h,, h>, ha: 
| hi di ci 
haA1+ ho +hsAs= he D ©. (7) 
hs bs C3 
Choisissons en qualité de h,, h>, h3 les éléments de la deuxième 
ou de la troisième colonne du déterminant donné (autrement dit, 
prenons Ra = b;, ha —= bo, ha = b; ou hs = = Ci, ho — — Co, ha — C3). 
Dans ce cas, le déterminant (7) aura deux colonnes identiques, donc 
sera nul. Nous obtenons l'égalité 
6141 + ba A2 + bs43 = 0 (8) 
ou 
C144 + Code + csA3 = D (9) 
Si nous nous basons sur le développement du déterminant suivant 


les éléments de sa deuxième colonne, nous atrons les égalités sui- 
vantes par analogie 


aB; + GB; + a3B; = 0, (10) 
C1B: + CoBo + CaBs = 0. (11) 


Le développement suivant les éléments de la troisiome colonne 
nous donnera 


dCi + a 2+ as = 0, (12) 
DaCi + b:C2 + bas = 0. (13) 


De plus, six égalités semblables auront lieu pour les lignes du déter- 
minant. 
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Ce que nous venons d’'énoncer nous permet de formuler la pro- 
priété suivante des déterminants. 

Propriété 10. La somme des produits des éléments d'une 
colonne (ou d'une ligne) quelconque du déterminant par les complé- 
ments algébriques des éléments correspondants d'une autre colonne 
(d'une autre ligne) est nulle. 


$ *. SOLUTION ET DISCUSSION D'UN SYSTÈME DE TROIS 
ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ À TROIS INCONNUES 
14. Soit le système de trois équations 

Qit + Oiy + C5z = hs, \ 
A2t + Dey + C22 = ho, Ï (1) 
asx + bay + Cat = ha, 

où les inconnues sont x, y, z (les coefficients a4, b1, . . ., €, et les ter- 

mes constants k:, h:, k43 sont supposés donnés). 

Le système de trois nombres %, Yo, Zo est appelé solution du 
système (1), si ces nombres satisfont aux équations du système (1), 
c'est-à-dire si en remplaçant les symboles x, y, z par les nombres 
Tor Yor Zo Chacune des équations (1) devient une identité arithméti- 
que. Recherchons toutes les solutions du système (1). Faisons paral- 
lèlement la discussion de ce système en établissant les cas où le 
système (1) aura uné seule solution, les cas où il en aura plus d’une 
et ceux où il n’en aura aucune. 

Le déterminant 

&; b, C1 
A=|a b2 Co (2) 
ds Ds C3 


jouera un rôle essentiel dans nos raisonnements ; il est composé des 
coefficients des inconnues et on l'appelle déterminant du système 
donné. 

Nous désignerons, commé antérieurement, par les symboles 
À, 42, . . . les compléments algébriques des éléments a, 4, . .. du 
déterminant. Multiplions les deux membres de la première équation 
du système (1) par A1, de la deuxième par 42, de la troisième par 
A3, puis faisons la somme membre à membre. On aura : 


(Gi + a242 + 4343) x + (6141 + br A2 + bs4s) y + 
+ (Cid: + Cao + Cs43) 2 = (Rai + hide + haAs). 
D'où et en vertu des propriétés 9 et 10, nous aurons (voir la pre- 
mière égalité de (3), n° 11, ainsi que les égalités (8) et (9), n° 13): 
À:z= h141 +ho4o +hs43- (3) 
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Nous trouverons de même: 
A-y=hù4B;+h:B2+hsBs, (4) 
A2 ll + hoCs + haCs. (5) 


Les deuxièmes membres des équations (3), (4) et (5) seront 
désignés respectivement par A+, A4, A. Les équations (3), (4) et 
(5) prendront alors la forme 


Ax=As; Ay=A,; AÀA3=A,, (6) 

et comme il découle du n° 13 (voir, par exemple, formule (7), n° 13): 
ki D c: di h1 ci & di h, 

Ax=|lh2 Do Co, Ay=|a2 h> Co|, Az=|@> bo hol. (7) 
h3 Da cs as hs C3 az ds hs 


J1 est utile de remarquer que les déterminants A,, A, A, sont obte- 
pus à partir du déterminant À en remplaçant respectivement leur 
première, deuxième et troisième colonne par une colonne composée 
des termes constants du système donné. | 

Supposons À Æ 0. Nous aurons alors par l’équation (6) 


A Àÿ 
LT; J—= x: 2. (8) 


Ces formules fournissent de toute évidence la solution du système 
réduit (6). Elles fournissent également la solution du système ini- 
tial (1). Pour le démontrer, il faut remplacer dans les équations du 
système (1) x, y, z par leurs expressions (8) et se convaincre que ces 
valeurs satisfont aux équations (1). Faisons-le pour la première 
équation; il vient: 


A 
di <E -+ bi — + Ci 22 + dy (R:A1 + R242 + h343) + 
+ + by (haBi+-h2B3 + h3B3) ++ Ca (haC 1 + hoC 2 + hsC3) = 
= © ha (a Ai dB 001) + he (as4o + biB2 + c4C2) + 


+ _ ha (a143 + biBa+ cils). 


Mais en vertu de la propriété (9) des déterminants 
A4: + biB; + Ci = À, 

et en vertu de la propriété (10) 
di + dB + ciC2 = 0, 
di 43 + biB3 + cils = 0. 
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Par conséquent, 
A Ày A 
+ b, FR Ta AN ha, 


c'est-à-dire les nombres x, y, z déterminés par les formules (8) satis- 
font à la première équation du système donné. On démontre de façon 
analogue qu'ils satisfont aux deux autres équations. 

Tout ce que nous venons d’énoncer nous permet de conclure que 
si À = 0, le système (1) possède une seule solution déterminée par 
les formules (8). 


Exemple. Soit le système 


r+y+z—4, 
It — Oy + Iz — 1, | 
2xz+ 7y—2=68. 


Trouver toutes ses solutions. 
Solution. Caicuilons le déterminant du système : 


| è 1 
A=|3 —5 9 |—=33. 
2 7 —1 


Etant donné que A0, le système donné n'a qu'une seule solution 
qui sera fournie par les formules (8). D'après les formules (7) nous avons 


4 2 1 1 4 1 
Ax=|1 —5 31—33, A,=|3 1 3|—33, 
8 7 —1 2 8 —1 
1 2 4 
A=!3 —5 1|-88, 

2 78 


Par conséquent, z—1, y—1, z—1, 


15. Supposons à présent que le déterminant du système (1) 
soit nul. | | 
Si À étant nul, un seul des déterminants AÀ,, A, À, est différent 
de zéro, le système (1) n'a pas de solution (on dit que les équations 
du système sont incompatibles). 
En effet, si À = 0 et si l’un quelconque des déterminants AÀ,, À,, 
À, n'est pas nul, l'une au moins des égalités (6) est impossible, au- 
trement dit le système (6) n’a pas de solution. 
Mais en ce cas le système (1) n’a pas de solution, car le système 
(6) découle du système (1) et toute solution du système (1), si elle 
existait, serait aussi une solution du système (6). Par exemple, le 
système 
T+y+z= 2, 
3x + 2y + 2z=— 1, 
4x + 3y + 33 —4 
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n’a pas de solution car À — 0Oet À, = 1 Æ 0. On peut également se 
convaincre directement que les équations données sont incompati- 
bles. En effet, en ajoutant membre à membre la première à la deu- 
xième et en soustrayant le résultat obtenu de la troisième, nous. 
trouvons O0 = À ce qui est une égalité fausse. 

Il nous reste à examiner le cas où À = 0 et A, — 0, A, = 0, 
À, = 0. Maïs nous verrons ce cas un peu plus tard, après avoir 
achevé la discussion des systèmes dits homogènes. 

16. On appelle homogène tout système de trois équations du pre- 
mier degré à trois inconnues de la forme 


ax + bay + 13 = 0, 
Got + boy + 23 = 0, (9) 
a3T + bay + C32 = 0, 


c'est-à-dire un système d'équations dont les seconds membres sont 
nuls. Il est évident qu'un tel système possède toujours la solution 
z = 0, y = 0, z — 0, que l’on appelle solution banale. Si A0, 
cette solution est la seule. 

Nous allons démontrer que si À — 0, le système homogène (9) 
possède une infinité de solutions non nulles, (Dans ce cas une de ses 
équations découle des deux autres ou deux des équations découlent 
de la troisième.) 

Faisons d’abord la démonstration en supposant que l’un au moins 
des mineurs du déterminant A est différent de zéro. 

Soit par exemple 


Go D: 


Cette condition étant remplie, les deux premières équations du 
système (9) ont une infinité de solutions communes non nulles défi- 
nies par les formules . 


b, ci 
Bb» C2 


dy Ci a 


i—- L,  y—= — l, z— t (10) 


da be 


quel que soit £ (voir n° 6, formules (8)). Il est aisé de se convaincre 
que si À — O, tous ces nombres satisfont également à [a troisième 
équation du système (9). En effet, en remplaçant les inconnues par 
ces nombres dans le premier membre de la troisième équation du sys- 
tème (9), nous trouvons: 

di Je 
d> ba 


Cette substitution nous donne en fin de compte le résultat zéro, 
car par énoncé À = 0. Par conséquent, les formules (10) pour toute 


Œ> Co 


b, c: & Ci 


7 #3 Gi) 


a3t + bay + Car = ( G3 


Bb Co _@2 C2 
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valeur de t définissent les solutions du système (9). Si £ 4 0, cette 
solution ne sera pas nulle. Dans le cas considéré le système ne com- 
prend que deux équations essentielles (la troisième découle des deux 
premières). | | 
Supposons à présent que tous les mineurs du déterminant soient 
nuls ; chaque couple d'équations (9) a alors des coefficients propor- 
tionnels et, par conséquent, quel que soit le choix de deux équations 
que nous fassions dans le système (9), l’une d’elles sera toujours 
obtenue de l’autre en multipliant tous ses coefficients par un fac- 
teur commun (voir n° 7 à ce sujet). Le système (9) ne comprendra 
donc qu'une équation essentielle (dont les deux autres en découle- 
ront). Un tel système a de toute évidence une infinité de solutions 
non nulles (car. on peut assigner à deux des inconnues des valeurs 
numériques arbitraires en définissant la troisième à l’aide de l’équa- 
tion unique du système). Nous avons donc démontré notre proposi- 
tion. Le résultat obtenu peut être formulé comme suit. L 
Pour qu'un système homogène (9) ait des solutions non nulles, il 
faut et il suffit que À = 0. 
Exemple 1. Le système 
æ+2y+2=0, 
3x — 5y +32 —0, | 
2x + Ty —2—=0 
n’a qu’une solution nulle, car 
A=33 £ 0. 
Exemple 2. Le système 
z+y+2=0, | 
2x1 3y+2z—0, 
4x + 5y + 4z—=0 
possède une infinité de solutions non nulles, car 
1 1 1 
2 3 2 
4 5 4 


Toutes les solutions sont déterminées par les formules (10) en vertu 
desquelles 


A = = 0, 


T=—t, y=0, z2—=1i, 


t étant quelconque. 
Exemple 3. Le système 


2+y+z=0. 
2x + 2y + 2z=0, 
3r7+3y+3z—0 


a également une infinité de solutions non uulles, car À = 0. Dans le cas qui nous 
intéresse, tous les mineurs du déterminant sont nuls et le système se réduit 
à une équation æ + y + z — 0. Toute solution du système comprend trois 
noibres dont deux, x et y, sont quelconques et z = —7r — y.. 
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17. Revenons à notre système quelconque non homogène 
ae + by +cz= hu, |) 
Got -+ boy + Co3 = ho, (1) 
a3t + 0sy + c32 = ha. 

Nous allons démontrer que si À — 0 et que si le système (1) 
possède ne serait-ce qu’une solution, elle possède une infinité de 
solutions différentes. 

Admettons que les nombres To Yos 20 constituent la solution du 
système (1); en remplaçant les inconnues par Zo, Yo, Zo dans les 
équations (1), nous obtenons les identités arithmétiques : 

Gito + DaYo + C130 = Ra, 
GaXo + boYo + Cozo = hu, (11) 
Asto + so + Ca2o = hs. 


D" 


Soustrayons membre à membre les identités (11) des équations 
correspondantes (1) (ñous soustrairons la première identité (11) de 
la première équation (1), la deuxième identité de la deuxième équa- 
tion, et ainsi de suite). Il vient 
ai (2 — Lo) + ba (y — Yo) + C1 (2 — 20) = 0 | 
2 (t — To) + bay — yo) + C2 (2— 20) = 0, (12) 
ag (r— Lo) + 03 (y — yo) + ca(2— 20) = 0 
Désignons les valeurs entre parenthèses comme suit 
L—Lj=U, Y—Yo—=V, Z—Z9—=W. (13) 
Les équations (12) prendront à présent la forme: 
au + biv —- Ca — 0, 
dou +- bov +- cu — 0, (14) 
asu +- bsu + ca = 0. 
C'est un système homogène de trois équations du premier degré 
ayant pour inconnues u, v, w, et dont les coefficients sont les mêmes 
que ceux du système (1) donné. U est appelé système homogène cor- 
respondant au système non homogène (1). 

Etant donné que par hypothèse À = 0 en vertu du n° 16 le 
système homogène (14) possède une infinité de solutions différentes. 
Il s'ensuit que le système (1) donné possède également une infinité 
de solutions. Plus exactement, en vertu de l'égalité (13), à chaque 
solution uv, v, w du système (14) correspond une solution 

T=Lo+u, 
Y = Yo + V, 
Z = Z9 + W 
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du système (1). Ce qui prouve notre proposition. 

En vertu de ce qui vient d'être démontré, nous aurons la propo- 
sition suivante. Si À = 0 et également À, = 0, À, = 0, A, —0, 
le système (1) possède soit une infinité de solutions, soit aucune (pour 
une infinité de solutions au moins une des équations découle des 
autres); un tel système est dit indéterminé. 


Exemple 1. Le système 


zEy+z=1, 
22 + 2y+22=8, | 
3x + 3y-+3z—4 


(qui satisfait aux conditions À = 0, A, = 0, À,, = 0, A, —0) n'a pas de 
solution. | | 
En effet, rien qu'en prenant les deux premières équations de ce système, 
elles sont déjà incompatibles, car, en multipliant la première par 2 et-en la re- 
tranchant ensuite membre à membre de la deuxième, nous trouvons l'égalité 
fausse 0 — 1. 
Exemple 2. Le système 
Bz+y—z=A1, 
5x + 2y+8z—2, 
8x +3y +2z—3 
(qui satisfait aux conditions A = 0, A, = 0, À, = 0, À, = 0) possède une infi- 
nité de solutions. En effet, la troisième équation de ce système est obtenue par 
addition des deux premières. Par conséquent, le système considéré n’a que deux 
équations essentielles 


Hz + 2y+3z— 02. 
Pour trouver toutes leurs solutions communes nous écrirons le système 
(+) comme suit | 
Sz+y—= 1+2, } 
Ert2y=2—3z 


et nous considérons qu'une certaine valeur numérique est assignée à z. E 
appliquant les formules (8), n° 2, nous trouvons 


4bz 1 3 1+2z 

_ Le. 2 nn — D 2—3z 
3.1 dé 3 1 
È ,| 5 2 


Les nombres z et y avec le nombre z constituent la solution du système 
donné. Le système donné a une infinité de solutions, étant donné que la 
valeur numérique de z peut être choisie arbitrairement. 


Ce) 


en À — 14z, 


$ 6. NOTIONS SUR LES DÉTERMINANTS D'ORDRE QUELCONQUE 


18. Pour le problème général de la résolution et de la discussion 
d’un système d'équations à plusieurs inconnues et en de nombreux 


D 


cas de calculs mathématiques, on est amené à avoir recours à des 
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déterminants d'ordre n (nr — 2, 3, 4, ...). La théorie des détermi- 
nants d'ordre quelconque est analogue dans ses traits généraux à la 
théorie des déterminants du troisième ordre ; cependant pour donner 
un exposé complet avec tous ses détails il est indispensable d’énoncer 
plusieurs propositions supplémentaires, ce qui présente certaines 
difficultés. Cette théorie, de même que la théorie des systèmes 
d'équations du premier degré à n inconnues, est exposée dans les 
cours d'algèbre supérieure. 

Nous nous bornerons aux indications suivantes: 

1. Un déterminant d'ordre » est défini par un tableau carré de 
nombres (éléments du déterminant) de » lignes et de z colonnes. Le 
symbole est le même que pour le déterminant de deuxième et troi- 
sième ordre. 

2. On appelle mineur d’un élément du déterminant d'ordre n 
le déterminant d'ordre z — 1 obtenu à partir du déterminant donné 
en supprimant la colonne et la ligne à l’intersection desquelles se 
trouve cet élément. | 

3. Le complément algébrique d'un élément du 
déterminant est le mineur de cet élément pris avec le signe qui lui 
est propre, si la somme des indices de la ligne et de la colonne 
à l'intersection desquelles cet élément se trouve est un nombre pair, 
et avec le signe moins, si ce nombre est impair. 

4. Le déterminant est égal à la somme des produits des éléments 
de l’une quelconque de ses lignes (de ses colonnes) par leurs complé- 
ments algébriques respectifs. Le calcul d’un déterminant d'ordre 
n se réduit ainsi au calcul d'un déterminant d'ordre nr — À. 

5. Toutes les propriétés des déterminants que nous venons d’énon- 
cer se rapportent aux déterminants d'ordre quelconque. 

Exemple. Calculer le déterminant | 


2 4 4 6 
5 7 
8 5| 
7 3 
Solution. En développant ce déterminant suivant les éléments de la 
première ligne, c’est-à-dire en le représentant sous forme d'une somme de produits 


des éléments de la première ligne par leurs compléments algébriques, nous trou- 
vons 


2 9 7 4 5 7| 4 2 7 4 2 9 
a D D 
8 1 3 2 73 283 2 8 7 


Remarque. On peut simplifier le calcul en appliquant au préalable 
la propriété 8 (voir n° 10 et la remarque à la fin du n° 12). 


